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分子動力学シミュレーションでは, しばしば, 水分子の O 原子と H 原子の距離を固定して剛体として取り

扱ったり, 水素原子など軽い原子の伸縮を平衡距離に拘束することで, 時間刻みを長く設定し, 長時間のシミュ

レーションを実現したりする. あるいは温度や圧力を制御するために, 運動量や瞬間圧力を課す. 本章では拘束

条件を満たしながら運動方程式の数値積分を実行するためのアルゴリズムを説明する.

拘束条件として時間に依存しないホロノミックな拘束条件

σk(r1, · · · , rN ) = 0 (1)

を考えた時, デカルト座標でのラグランジュの運動方程式と微分形式の拘束条件はそれぞれ

d

dt

(
∂L
∂ṙi

)
− ∂L

∂ri
=

Nc∑
k=1

λkaki, (2)

N∑
i=1

aki · ṙi = 0 (3)

である. ここで λk はラグランジュの未定乗数である. また, 拘束条件の中の係数は

aki = ∇iσk(r1, · · · , rN ) (4)

であり, これは座標に関する拘束条件に関連している. ラグランジアンが L =
∑N

i=1 ṙ
2
i /(2mi) + U(r)で記述

されるとすると, ラグランジュの運動方程式と拘束条件は

mir̈i = Fi +

Nc∑
k=1

λk∇iσk (5)

d

dt
σk(r1, · · · , rN ) = 0 (6)

と等価であることが確認できる. 拘束条件付き運動方程式 (5)の右辺二項目
∑Nc

k=1 λk∇iσk は拘束条件に由来

する力であり, 拘束力 Fc と呼ばれる. つまり, 粒子 iの速度は原子・分子間力に加え, 拘束に由来する力によっ

て変化することを意味している. 式 (6)は拘束条件の時間に関する全微分で, 拘束条件は時間発展に大して不

変であることを意味する.

以下では, まず初めにホロノミックな拘束の具体例を紹介する. 続いて, 拘束条件を満たしながら時間発展を

記述するためのアルゴリズムを述べる. 拘束条件付き運動方程式 (5)を数値積分するには, 時刻 tで満たしてい

た拘束が時刻 t+∆tでも満たすように未定乗数 λk を決定していく必要がある. 一般に拘束条件は未定乗数 λk

に関する非線形連立方程式の形で書かれ, その解法は大きく二つに分類される. 一つは, 未定乗数 λk に関する

非線形連立方程式を行列方程式の形に直し, 逆行列を作用させることで λk を直接求める方法である. もう一つ

は非線形連立方程式の近似式から未定乗数 γk を推定し, 反復法によって未定乗数 γk が必要な精度になるまで
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未定時乗数の見積もりを繰り返す方法である. 二つ目の方法の代表的なアルゴリズムとして SHAKE法 [1]や

RATTLE法 [2]が挙げられる.

1 ホロノミックな拘束条件の具体的な例

1.1 二粒子間の距離に対する拘束の式

二粒子間の距離の拘束条件は

σ(t) ≡ [ri(t)− rj(t)]
2 − d2ij = 0 (7)

とかける. dij は原子 iと原子 j の間の距離である. 拘束力は,

dσ(t)

dri
=

{
2 [ri(t)− rj(t)] , (拘束に原子 iが関与している時)

0 (それ以外)
(8)

と計算される. 一方, 拘束条件 (7)に対して時間微分すると

dσ(t)

dt
= [ri(t)− rj(t)] · [ṙi(t)− ṙj(t)] (9)

を得る. これは相対速度が位置ベクトルの差に直交することを意味し, 拘束力は仕事しないことが分かる.

2 座標に対する拘束動力学: ベルレ法による時間発展と SHAKE法

拘束条件を含む場合, ベルレ法を用いた時間発展は

ri(t+∆t) = 2ri(t)− ri(t−∆t) +
1

mi

[
Fi(t) +

Nc∑
k=1

λk∇iσk(t)

]
(∆t)2 (10)

となる. ここで元々の分子間ポテンシャルによる座標の時間発展を

r′i(t+∆t) = 2ri(t)− ri(t−∆t) +
Fi(t)

mi
(∆t)2 (11)

とおき, 拘束力による座標補正について γk = λk(∆t)2 を用いて

∆ri(t+∆t) =
1

mi

Nc∑
k=1

γk∇iσk(t) (12)

とおくと, ベルレ法による拘束条件付きの時間発展は

ri(t+∆t) = r′i(t+∆t) +
1

mi

Nc∑
k=1

γk∇iσk(t) (13)

= r′i(t+∆t) + ∆ri(t+∆t) (14)

と書くことができる. 時刻 tで満たしていた拘束条件が時刻 t+∆tでも満たすように未定乗数 λk を決定する

必要がある. つまり, 各拘束条件 σk(r1, · · · , rN ) = 0は時刻 t+∆tでも成立するので,

σk(r1(t+∆t), · · · , rN (t+∆t)) = 0 (15)
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が成り立つ. ri(t+∆t)を具体的に代入すると,

σk

(
r′1(t+∆t) +

1

m1

Nc∑
k=1

γk∇1σk(t), · · · , r′N (t+∆t) +
1

mN

Nc∑
k=1

γk∇Nσk(t)

)
= 0 (16)

を得る. これは, Nc 個の未定乗数 γk に対する Nc 個の非線形方程式である. この方程式を解いて γk を得るこ

とができれば, 拘束条件を満たすように座標を更新することができる. 拘束の式が単純な形式であれば代数的

に γk を求めることができるが, そうでない場合は, 反復的に方程式を解いて γk を求める必要がある. 反復的に

解く方法として SHAKE法 [1]がよく用いられる.

2.1 未定乗数 γk が代数的に求まる例: 距離の拘束が単独で存在する場合

距離の拘束が単独で存在する場合, 拘束に関する未定乗数が代数的に求められる. 例えば, 原子 iと原子 j に

は距離の拘束 dij のみが課せられており, その他の拘束が存在しない場合を考える:

σ(t) ≡ [ri(t)− rj(t)]
2 − d2ij = 0. (17)

時刻 t+∆tにおける拘束条件は

σ（t＋∆t) = [ri(t+∆t)− ri(t+∆t)]
2 − d2ij (18)

=
{
[r′i(t+∆t) + ∆ri(t+∆)]−

[
r′j(t+∆t) + ∆rj(t+∆t)

]}2 − d2ij = 0

である. 拘束力による座標補正は具体的に

∆ri(t+∆t) =
γ

mi
∇iσ(t) =

2γ

mi
[ri(t)− rj(t)] =

γ̃

mi
[ri(t)− rj(t)] (19)

∆rj(t+∆t) =
γ

mj
∇jσ(t) = − 2γ

mj
[ri(t)− rj(t)] = − γ̃

mj
[ri(t)− rj(t)] (20)

と計算される. ここで未定乗数を γ̃ ≡ 2γ と置き直した. これらを拘束条件式 (19)に代入すると γ̃ に関する二

次方程式 [(
1

mi
+

1

mj

)
[ri(t)− rj(t)]

]2
γ̃2 (21)

+

{
2

(
1

mi
+

1

mj

)
[ri(t)− rj(t)] ·

[
r′i(t+∆t)− r′j(t+∆t)

]}
γ̃

+
[
r′i(t+∆t)− r′j(t+∆t)

]2 − d2ij = 0

が得られ, 代数的に未定乗数が求まる.

2.2 未定乗数 γk の反復的解法: SHAKEアルゴリズム [1]

原子 iに対して拘束が複数存在するなど拘束条件が干渉しあって複雑な場合や, 数値積分法よりも高精度な解

が必要な場合は反復法によって未定乗数を決定する. このような反復法のことを SHAKE法と呼ぶ. SHAKE

法の基本的なアルゴリズムは以下の通りである:

1. 系に一番目の拘束力だけが働いているとして γ1 を求め, 一番目の拘束条件が満足するように, 一番目の

拘束に関与している粒子の座標を補正する.

2. 一番目の拘束を満足している新たな座標を r′i(t+∆t)と置き直し, 次に二番目の拘束力だけが働いてい

るとして γ2 を求めて, 二番目の拘束条件が満足するように, 二番目の拘束に関与している粒子の座標を
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補正する.

3. 三番目, 四番目,,,,Nc 番目の拘束についても同様に, その拘束力だけ働いているとして γk を求め, その拘

束条件が満足するように, 拘束に関与している粒子の座標補正を繰り返す.

4. 手順 1–3を繰り返し, 全ての拘束が十分な精度で満たされるまで座標の補正操作を繰り返す.

二粒子間の距離拘束のように, 未定乗数 γk が代数的に求まる場合は, 以上の手順で座標補正を繰り返し実行

すれば良い. しかし, 一般に γk は非線形連立方程式を解く必要がある. 拘束の数が多い場合や拘束が互いに干

渉している場合など, 拘束が複雑な場合は γk の求め方自体が問題となる. このような場合は, 非線形連立方程

式の近似式から γk を推定し, 拘束条件が満たされるまで, γk の推定と座標補正を繰り返す. 具体的には, もし

前ステップで得られた未定乗数など, 未定乗数の初期推定値 {γ(1)
k }が利用可能である場合, この推定値を用い

て座標を次のように更新する:

r
(1)
i = r′i +

1

mi

Nc∑
k=1

γ
(1)
k ∇iσk(t) (22)

未定乗数の厳密な解 γk は推定値 γ
(1)
k と厳密解からのずれ δγ

(1)
k を用いて,

γk = γ
(1)
k + δγ

(1)
k (23)

とおくと, 時刻 t+∆tでの座標は

ri(t+∆t) = r′i +
1

mi

Nc∑
k=1

δγ
(1)
k ∇iσk(t) (24)

であるので, 拘束条件は,

σk

(
r
(1)
1 +

1

m1

Nc∑
k=1

δγk∇1σk(t), · · · , r(1)N +
1

mN

Nc∑
k=1

δγk∇Nσk(t)

)
= 0 (25)

とかかれる. 次に, この拘束条件を δγ
(1)
k = 0の周りで, 一次までの多変数テイラー展開を実行する:

σl(r
1
1, · · · , r

(1)
N ) +

N∑
i=1

Nc∑
k=1

1

mi
∇iσl(r

1
1, · · · , r

(1)
N ) · ∇iσk(r

1
1(t), · · · , r

(1)
N (t))δγ

(1)
k ≃ 0 (l = 1, · · · , Nc)

(26)

便利のため

Alk ≡
N∑
i=1

1

mi
∇iσl(r

1
1, · · · , r

(1)
N ) · ∇iσk(r

1
1(t), · · · , r

(1)
N (t)) (27)

を定義すると

σl(r
1
1, · · · , r

(1)
N ) +

Nc∑
k=1

Alkδγ
(1)
k ≃ 0, (l = 1, · · · , Nc) (28)

となる. この式は行列方程式であることが分かる. この方程式の次元が大きくない場合は, 逆行列を作用させ

ることで直ちに δγ
(1)
k が求まる. この方法は matrix-SHAKE あるいは M-SHAKE と呼ばれる [3]. しかしな

がら, この方程式は線形近似であるため, 得られた γ
(1)
k を用いて座標を補正しても, 拘束条件を満たした座標

ri(t+∆t)に一致するとは限らない. そのため, 次に

r
(2)
i = r

(1)
i +

1

mi

Nc∑
k=1

δγ
(1)
k ∇iσk(t) (29)
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ri(t+∆t) = r
(2)
i +

1

mi

Nc∑
k=1

δγ
(2)
k ∇iσk(t) (30)

を定義し, γ
(1)
k を求めたのと同様の手順で γ

(2)
k を求めて座標を補正する. この手順を拘束条件が満たされるま

で繰り返す.

課せられている拘束条件の数が多く, 行列方程式の次元が大きい場合, 計算時間を節約するために, さらに近

似を進めることも可能である. 行列方程式 (28)の対角成分だけを考えると

σl(r
1
1, · · · , r

(1)
N ) +

N∑
i=1

1

mi
∇iσl(r

1
1, · · · , r

(1)
N ) · ∇iσl(r

1
1(t), · · · , r

(1)
N (t))δγ

(1)
l ≃ 0, (l = 1, · · · , Nc) (31)

のように一次方程式に近似され, 未定乗数からの差分は

δγ
(1)
l =

σl(r
1
1, · · · , r

(1)
N )∑N

i=1
1
mi

∇iσl(r1(1), · · · , r
(1)
N ) · ∇iσl(r

(1)
1 (t), · · · , r(1)N (t))

, (l = 1, · · · , Nc) (32)

と計算される.

3 速度と座標に対する拘束動力学: 速度ベルレ法による時間発展と

RATTLE法

前節で紹介した SHAKE法では, 拘束の式 (3)の座標部分 (4)を満たすが, 速度の拘束条件については満た

していない. ベルレ法は座標の更新のみで時間発展を記述するため SHAKE法で十分であったが, 時間発展に

速度が含まれる場合, 速度の拘束も考慮する必要がある. 例えば, 速度ベルレ法では

vi

(
t+

∆t

2

)
= vi(t) +

Fi(t)

2mi
∆t (33)

ri(t+∆t) = ri(t) + vi

(
t+

∆t

2

)
∆t (34)

vi (t+∆t) = vi

(
t+

∆t

2

)
+

Fi(t+∆t)

2mi
∆t (35)

のように座標と速度によって時間発展が記述される. アンダーセンの方法による定圧分子動力学法 [2]を初め

とする拡張系の分子動力学法では, 速度が変数として扱われており, その時間発展アルゴリズムも速度ベルレ法

に基づいている. このような場合, 座標の拘束に加えて, 速度についても拘束条件の式 (3)を満たさなければな

らない. このように速度ベルレ法と結びついた拘束動力学法を RATTLE法 [4]という.

まずは拘束力を考慮した時の座標の時間発展を考える:

ri(t+∆t) =ri(t) + vi(t)∆t+
(∆t)2

2mi
Fi(t) +

(∆t2)

2mi

Nc∑
k=1

λk∇iσk(t) (36)

=r′i(t+∆t) +
1

mi

Nc∑
k=1

γk∇iσk(t) (37)

=r′i(t+∆t) + ∆ri(t+∆t) (38)

ここで, 未定乗数を γk = (∆t2/2)λk, 拘束力による座標補正を ∆ri とおいた. 上付きの ′は分子間ポテンシャ
ルのみ考慮した場合の時間発展であることを示す. このように書き直すと, 拘束条件付き運動方程式をベルレ

法を用いて数値積分した時と同じような定式化であることに気づく. したがって, 座標に関する拘束条件を満

たすには SHAKE法を用いればよい.
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続いて, 速度の時間発展を考える. 全ての未定乗数が十分な精度で得られていて, 座標は既に全ての拘束条件

を満たすように補正されているとすると, 時刻 t+∆t/2における速度は

vi

(
t+

∆t

2

)
= vi(t) +

∆t

2mi
Fi(t) +

1

mi∆t

Nc∑
k=1

γk∇iσk(t) (39)

にしたがって更新される. 時刻 t+∆tでは拘束の式 (3)を満たすように速度を更新することを考える. 座標の

更新によって, 時刻 t+∆tにおける力が得られると, 速度は

vi(t+∆t) =vi

(
t+

∆t

2

)
+

∆t

2mi
Fi(t+∆t) +

∆t

2mi

Nc∑
k=1

µk∇iσk(t+∆t) (40)

=v′
i(t+∆t) +

1

mi

Nc∑
k=1

ξk∇iσk(t+∆t) (41)

とかける. ここで, 速度更新に付随する課せられる拘束条件の未定乗数を µk とおき, 座標更新の際に使った未

定乗数 λk と区別した. また, 第１式から第２式への変形で未定乗数を ξk = (∆t/2)µk と置き直した. 未定乗数

ξk は, 拘束の式 (3)について
N∑
i=1

∇iσk(t+∆t) · vi(t+∆t) = 0 (42)

を解くことで得られる. 具体的に速度 vi(t+∆t)を代入すると, ξk に関する Nc 個の線形連立方程式

N∑
i=1

∇iσk(t+∆t) ·

[
v′
i(t+∆t) +

1

mi

Nc∑
k=1

ξk∇iσk(t+∆t)

]
= 0 (43)

を得る. この連立方程式に関して逆行列を求めることで, 直ちに ξk を得ることができる. もし拘束の数が多く

逆行列の計算コストが高い場合や, 拘束が互いに干渉している場合には, SHAKE法のように反復的に未定乗数

ξk を求める. 未定乗数 ξk が十分収束したら, 式 (41)を用いて速度を更新する.

3.1 未定乗数 ξk の計算例: 距離の拘束が単独で存在する場合

速度束縛に関する未定乗数 ξk の計算例として, 原子 iと原子 j には距離の拘束 dij のみが課せられており,

その他の拘束が存在しない場合を考える:

σ(t) ≡ [ri(t)− rj(t)]
2 − d2ij = 0. (44)

連立方程式 (43)を具体的に計算すると,

∇iσ(t+∆t) = 2 [ri(t+∆t)− rj(t+∆t)] (45)

∇jσ(t+∆t) = −2 [ri(t+∆t)− rj(t+∆t)] (46)

であり, 各原子の速度は

vi(t+∆t) = v′
i(t+∆t) +

2ξ

mi
[ri(t+∆t)− rj(t+∆t)] (47)

vj(t+∆t) = v′
j(t+∆t)− 2ξ

mj
[ri(t+∆t)− rj(t+∆t)] (48)
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と計算される. 数式の見やすさのために

rji(t+∆t) = ri(t+∆t)− rj(t+∆t) (49)

v′
ji(t+∆t) = v′

i(t+∆t)− v′
j(t+∆t) (50)

とおくと, 連立方程式 (43)は

2rji(t+∆t) ·
[
v′
i(t+∆t) +

2ξ

mi
rji(t+∆t)

]
= 0 (51)

−2rji(t+∆t) ·
[
v′
j(t+∆t) +

2ξ

mj
rji(t+∆t)

]
= 0 (52)

と計算される. これより直ちに未定乗数は

ξ =
rji(t+∆t) · v′

ji(t+∆t)(
1
mi

+ 1
mj

)
d2ij

(53)

と求まる. ここで, r2ji(t+∆t) = d2ij であることを用いた.

4 ガウスの最小束縛原理 (ガウス束縛法)

拘束条件付きの運動方程式は

mr̈ = F (r) + Fc (54)

のように書かれる. 右辺第一項目はポテンシャルに由来する力, 第二項目は拘束条件に由来して生じる拘束力

である. 拘束力は, 粒子の受ける力が拘束条件によって規定される拘束面に沿うようにポテンシャルに由来す

る力 F を修正する.

ガウスの最小束縛原理では拘束力が最小となるように選ぶ. そのためには, 拘束力が拘束面に垂直になるよ

うに選ぶ必要がある. 位置 rにおいて拘束面に垂直な単位ベクトルを n(r)とすると, ポテンシャルに由来する

力 F (r)を拘束面に垂直な方向に写像すれば良いので

Fc = −[n(r) · F (r)]n(r) (55)

とかける. よって粒子の運動は力
F ′ = F (r)− [n(r) · F (r)]n(r) (56)

にしたがって動かせば良い.

4.1 ホロノミックな拘束の場合

ホロノミックな拘束の場合のガウスの最小束縛原理を見ていく. ホロノミックな拘束条件は

σ(r) = 0 (57)

のように質点の座標の間に成り立つ等式で書かれるような条件であった. 時間について 2回微分をすると,

∇σ · ṙ = 0 (58)

∇σ · r̈ +∇∇σ · ·ṙṙ = 0 (59)
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を得る. 式 (59)に拘束条件付き運動方程式 (54)を代入すると,

∇σ ·
(
F (r)

m
+

Fc

m

)
+∇∇σ · ·ṙṙ = 0 (60)

となる. これを整理すると,
∇σ · Fc = −∇σ · F (r)−m∇∇σ · ·ṙṙ (61)

となる. ガウスの最小束縛原理では, 拘束力を最小にするには拘束力が拘束面に垂直になるように選ぶ必要が

あった. ∇σ(r)は位置 r における拘束面に直行するベクトルを表す. 拘束力を

Fc = λ∇σ (62)

のように選ぶと, 拘束面に垂直するベクトル ∇σ と同じ向きを向いていて, ガウスの最小束縛原理の要請を満

たす. λについて解けば,

λ = −∇σ · F (r) +m∇∇σ · ·ṙṙ
|∇σ|2

(63)

を得る. したがって, 拘束条件付きの運動方程式

mr̈ = F (r)− ∇σ · F (r) +m∇∇σ · ·ṙṙ
|∇σ|2

∇σ (64)

を得る. この運動方程式をガウスの運動方程式という.

4.2 半ホロノミックな拘束の場合

半ホロノミックな拘束の場合のガウスの最小束縛原理を見ていく. 半ホロノミックな拘束条件は

ζ(r, ṙ, t) = 0 (65)

のように, 拘束条件が座標, 速度, 時刻の関数となっている. 時間について微分すると,

dζ(r, ṙ, t)

dt
=

∂ζ

∂r
· ṙ +

∂ζ

∂ṙ
· r̈ +

∂ζ

∂t
= 0 (66)

となる. 拘束条件付き運動方程式 (54)を代入すると,

∂ζ

∂ṙ
·
(
F (r)

m
+

Fc

m

)
= −∂ζ

∂r
· ṙ − ∂ζ

∂t
(67)

これを整理すると,
∂ζ

∂ṙ
· Fc = −∂ζ

∂ṙ
· F (r)−m

∂ζ

∂r
· ṙ −m

∂ζ

∂t
(68)

となる. 右辺は粒子の座標と速度 (運動量)と時刻が決まれば値が決まり, 拘束力 |Fc|の選び方にはよらない.

ガウスの最小束縛原理より, 拘束力が拘束面に垂直になるように決めれば, 拘束力 |Fc|を最小にすることがで
きる. これはすなわち未定乗数 λを用いて

Fc = λ
∂ζ

∂ṙ
(69)

と選んで, λについて解けば良いということである. 以下の節では具体的な例として, 温度・圧力を拘束条件と

して課した場合を議論していく.
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5 ガウス束縛法: 温度制御

5.1 温度一定のガウス束縛法

5.1.1 運動方程式

瞬間温度を一定に保つように束縛をかける場合, 束縛条件は

ζ(r, ṙ, t) =
m

2
ṙ2 − g

2
kBTeq (70)

である. ここで g は系の自由度である. 瞬間温度に対する拘束条件を課しているので g = 3N − 1となる. ṙ に

関して微分を計算すると,
∂ζ

∂ṙ
= mṙ = p (71)

を得る. したがって, 式 (69)が示すように, 束縛力 Fc を運動量 pに比例するように取れば良いことがわかる.

未定乗数 λを導入すると, 運動方程式は

dri
dt

=
pi

m
(72)

dpi

dt
= Fi − λpi (73)

となる.

5.1.2 未定乗数の決定

未定乗数 λは温度一定の束縛条件
N∑
i=1

p2
i

2mi
− g

2
kBTeq = 0 (74)

を満たすように決めれば良い. 式 (74)の時間微分

N∑
i=1

pi

mi
· ṗi = 0 (75)

を式 (73)に代入すると,
N∑
i=1

pi

mi
· (Fi − λpi) = 0 (76)

よって, 未定乗数 λは

λ =

∑N
i=1

pi

mi
· Fi∑N

i=1
p2
i

mi

=

∑N
i=1

pi

mi
· Fi

gkBTeq
(77)

となる. 式 (72), (73), (77)が温度一定のガウス束縛法の運動方程式である. なお, 力 Fi はポテンシャルエネ

ルギ U の座標微分

Fi = −∂U

∂ri
(78)

であるので, 式 (77)の分子は
N∑
i=1

pi

mi
· Fi = −

N∑
i=1

ṙi ·
∂U

∂ri
= −dU

dt
(79)
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のようにポテンシャルエネルギーの時間全微分の形に直すことができる. よって未定乗数 λは全ポテンシャル

エネルギーの時間全微分を用いて

λ = − 1

gkBTeq

dU

dt
(80)

とかける.

5.2 ガウス束縛法により得られる統計アンサンブル

位相空間 Γ = (r,p)における状態分布関数 f(Γ)を考える. 状態分布関数 f(Γ)について連続の式 (一般化さ

れたリウヴィル方程式)
∂f

∂t
+

∂

∂Γ
·
(
Γ̇f
)
= 0 (81)

が成立する. 式 (81)の左辺第二項目は

∂

∂Γ
·
(
Γ̇f
)
= Γ̇ · ∂f

∂Γ
+

(
∂

∂Γ
· Γ̇
)
f (82)

と展開される. 式 (81), (82)を用いれば, 状態分布関数 f(Γ)の全微分は

df

dt
=

∂f

∂t
+ Γ̇

∂f

∂Γ
= −

(
∂

∂Γ
· Γ̇
)
f (83)

と計算される. この式の最右辺の ()の中は, ガウス束縛法の運動方程式 (72), (73)を用いれば以下のように計

算される:

∂

∂Γ
· Γ̇ =

N∑
i=1

(
∂

∂pi
· ṗ+

∂

∂ri
· ṙ
)

=

N∑
i=1

{
∂

∂pi
· (Fi − λpi) +

∂

∂ri
·
(
pi

mi

)}

= −3Nλ−
N∑
i=1

pi ·
∂λ

∂pi

= −(3N − 1)λ (84)

と計算される. なお途中の計算で

∂

∂pi
· Fi = 0,

∂

∂ri
· pi = 0

であることと,

N∑
i=1

pi ·
∂λ

∂pi
=

N∑
i=1

pi ·
∂

∂pi

∑N
j=1

pj

mj
· Fj∑N

j=1

p2
j

mj

 = −
∑N

i=1
pi

mi
· Fi∑N

i=1
p2
i

mi

+ 2

(∑N
i=1

pi

mi
· Fi

)(∑N
i=1

p2
i

mi

)
(∑N

i=1
p2
i

mi

)2
= λ− 2λ

= −λ

と計算されることを用いた. 結局, 状態分布関数の全微分式 (83)は, 式 (80), (84)を用いることで

df

dt
= −3N − 1

g

1

kBTeq

dU

dt
f (85)
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と書き直せる. g = 3N = 1と選べば
df

dt
= − 1

kBTeq

dU

dt
f (86)

となる. この微分方程式は簡単に解くことができ,

f(r,p) = C exp

{
− U(r)

kBTeq

}
(87)

となる. ここで C は定数である. さらに, 今は運動エネルギー一定の束縛が課せられていりことを考慮すれば,

状態分布関数 f(r,p)は

f(r,p) = δ

(
N∑
i=1

p2
i

2mi
− g

2
kBTeq

)
exp

{
− U(r)

kBTeq

}
(88)

となる. この式から Gauss束縛法では座標空間 r ではカノニカルアンサンブルを得られるが, 運動量空間 pは

束縛条件によってカノニカルアンサンブルにならないことが直ちに分かる. しかし, 実際のMDでは座標空間

でカノニカルアンサンブルが得られていれば, 運動量の分布は解析的に計算することができるので, 特に問題と

なることはない.

5.3 ガウス束縛法と能勢の方法の関係

5.3.1 能勢のハミルトニアン (再掲)

能勢のハミルトニアンは

HN =

N∑
i=1

p′
i

2mis2
+ U(r′) +

P 2
s

2Q
+ gkBTeq log s (89)

であった. 仮想時間 t′ での正準方程式は

dr′i
dt′

=
∂HN

∂p′
i

=
p′
i

mis2
(90)

dp′
i

dt′
= −∂HN

∂r′i
= Fi (91)

ds

dt′
=

∂HN

∂Ps
=

Ps

Q
(92)

dPs

dt′
= −∂HN

∂s
=

1

s

(
N∑
i=1

p′2
i

mis2
− gkBTeq

)
(93)

と求まる.

5.3.2 能勢の運動方程式からガウス束縛法の運動方程式を導出する

この節では, 能勢のハミルトニアンに対してある拘束条件を課して運動方程式を導いた時に, ガウス束縛法が

導出されることを見ていく. 具体的には能勢の熱浴に関する変数に対して

∂HN

∂Ps
=

Ps

Q
≡ 0 (94)

∂HN

∂s
= −1

s

(
N∑
i=1

p′2
i

mis2
− gkBTeq

)
≡ 0 (95)

のような拘束条件を課す. 最初の拘束条件から, 能勢のハミルトニアン (89) の第三項目が常に 0 になるこ

とがわかる. また二つ目の束縛条件から, s はもはや独立変数ではなくて r′i と p′
i に依存する. すなわち
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s = s(r′i,p
′
i)となる. これらの束縛条件のもとで正準方程式を導く際には, sが独立変数でないので sを介して

の r′i に関する微分や p′
i に関する微分を考慮する必要がある. (ただし, ∂HN/∂s = 0なので, 結局これらの項

は 0になる). 導入した拘束条件の下では以下の運動方程式が得られる:

dr′i
dt′

=
∂HN

∂p′
i

+
∂HN

∂s

∂s

∂p′
i

=
∂HN

∂p′
i

=
p′
i

mis2
(96)

dp′
i

dt′
= −∂HN

∂r′i
− ∂HN

∂s

∂s

∂r′i
= −∂HN

∂r′i
=

∂U

∂r′i
(97)

ここで, 熱浴の自由度 sは束縛条件から

s =

{
1

gkBTeq

(
N∑
i=1

p2
i

mi

)} 1
2

(98)

と書くことができる.

続いて, 仮想時間での運動方程式 (96), (97)を実時間で書き直すと,

dri
dt

= s
dri
dt′

=
p′
i

mis
=

pi

mi
(99)

dpi

dt
= s

d

dt′

(
p′
i

s

)
= −∂U

∂r′i
− 1

s

ds

dt′
p′
i = −∂U

∂ri
− ds

dt′
pi (100)

を得る. さらに拘束条件式 (95)を変形して t′ に関して微分すると,

N∑
i=1

p′
i

mi

dp′
i

dt′
= gkBTeqs

ds

dt′
(101)

であるので,

ds

dt′
=

1

gkBTeq

1

s

N∑
i=1

p′
i

mi

dp′
i

dt′

=
1

gkBTeq

{
N∑
i=1

p′
i

mis
·
(
−∂U

∂r′i

)}

= − 1

gkBTeq

(
N∑
i=1

∂U

∂r′i
· pi

mi

)

= − 1

gkBTeq

(
N∑
i=1

∂U

∂ri
· dri
dt

)

= − 1

gkBTeq

dU

dt

と計算することができる. ガウス束縛法で導出した未定乗数 (80)との比較から

ds

dt′
= λ (102)

と置くことができる. よって実時間における拘束条件を課した能勢の運動方程式 (99), (100)は

dri
dt

=
pi

m
(103)

dpi

dt
= Fi − λpi (104)
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と書くことができる. すなわち, 温度一定のガウス束縛法は能勢の方法に運動エネルギーの束縛を課したもの

と一致することが確認できた.

5.3.3 拘束条件付き能勢の運動方程式が生成するアンサンブル

前の節では, 能勢の方法に運動エネルギーの束縛を課すと温度一定のガウス束縛法に一致することを見た.

ここでは, 拘束条件付きの能勢の運動方程式がガウス束縛法と同様のアンサンブルを生成することを確認する

[5]. まず初めに, 運動方程式 (96), (96)にしたがって時間発展させた場合でもハミルトニアンは保存すること

を確認する. ハミルトニアンの時間微分を具体的に計算すると,

dHN

dt′
=

N∑
i=1

(
∂HN

∂p′
i

dp′
i

dt′
+

∂HN

∂r′i

dr′i
dt′

)
+

∂HN

∂Ps

dPs

dt′
+

∂HN

∂s

ds

dt′
(105)

となる. 拘束条件式 (94), (95)より右辺の第 3項目と第 4項目はゼロになる. さらに右辺の第 1項目は

N∑
i=1

(
∂HN

∂p′
i

dp′
i

dt′
+

∂HN

∂r′i

dr′i
dt′

)
=

N∑
i=1

{(
p′
i

mis2

)(
−∂U

∂r′i

)
+

(
∂U

∂r′i

)(
p′
i

mis2

)}
= 0 (106)

である. 以上からハミルトニアンの時間微分がゼロとなり, 保存量であることが確認できた.

続いて分配関数を考える. 拡張系における分配関数は以下の通りとなる:

Z =

∫ ∞

0

ds

∫
dr′
∫

dp′δ {H0(r
′,p′/s) + gkBTeq log s− E} δ {s− s0} (107)

s0 ≡

(∑N
i=1 p

2
i /mi

gkBTeq

) 1
2

(108)

なおここでは, 熱浴の自由度 sについて式 (98)の拘束条件が課されていることに注意する必要がある. δ 関数

の恒等式

δ(f(s)) =
δ(s− s0)

|f ′(s)|
但し f(s0) = 0 (109)

を変形した,
δ(s− s0) = |f ′(s)|δ(f(s)) (110)

を用いる. f(s0) = 0となるように

f(s) ≡ gkBTeq

2
−

N∑
i=1

p′2
i

2mis2
(111)

を定義すれば

df(s)

ds
=

d

ds

(
gkBTeq

2
−

N∑
i=1

p′2
i

2mis2

)
=

d

ds

(
−

N∑
i=1

p2
i

2mi
s−2

)

=

N∑
i=1

p′2
i

mis3
=

N∑
i=1

1

s

p′2
i

mis2

=
gkBTeq

s
(112)
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である. 得られた式を分配関数の中に入れると

Z =

∫ ∞

0

ds

∫
dr′
∫

dp′δ {H0(r
′,p′/s) + gkBTeq log s− E}

×gkBTeq

s
δ

{
gkBTeq

2
−

N∑
i=1

p′2
i

2mis2

}
(113)

と書き直せる. 続いて, 仮想時間から実時間への変数変換 r′i = ri および p′
i = spi を行う. r′i, p

′
i の微分は

dr′idp
′
i = sdridpi (114)

であるので, 分配関数は

Z =

∫
dp δ

(
N∑
i=1

p2
i

2mi
− gkBTeq

2

)

×
∫

dr

∫ ∞

0

ds s3N−1gkBTeqδ {H0(r,p) + gkBTeq log s− E}

=

∫
dp δ

(
N∑
i=1

p2
i

2mi
− gkBTeq

2

)

×
∫

dr

∫ ∞

0

ds s3N−1gkBTeq
δ [s− exp {(E −H0)/gkBTeq}]

gkBTeq/s

=

∫
dp δ

(
N∑
i=1

p2
i

2mi
− gkBTeq

2

)

×
∫

dr exp

[
− 3N

gkBTeq

{
gkBTeq

2
+ U(r)− E

}]
(115)

となる. 最後の変形で

H0 =

N∑
i=1

p′2
i

2mis2
+ U(r′) =

N∑
i=1

p2
i

2mi
+ U(r)

であり, sの拘束条件から導かれる恒等式
∑N

i=1 p
2
i /2mi = gkBTeq を代入すると

H0 =
gkBTeq

2
+ U(r)

となることを用いた. 以上の計算により, g = 3N と選ぶと

f(r,p) = δ

(
N∑
i=1

p2
i

2mi
− g

2
kBTeq

)
exp

[
− U(r)

kBTeq

]
(116)

の分布関数に従っていることがわかる. これより, 仮想時間 t′ でサンプルする場合には g = 3N とすれば, 座

標空間 r についてカノニカルアンサンブルが得られることがわかる. また, 能勢の方法の時に議論したときと

同様に実時間 tでサンプルする場合には g = 3N − 1とすることでカノニカルアンサンブルが得られる. つま

り, 実時間 tでサンプルする場合でも仮想時間 t′ でサンプルする場合でも, 元々の能勢の方法と比較して自由

度 g の値は 1少ない. これは, ガウスの束縛法では運動エネルギーに束縛を課しており自由度が 1少なくなっ

ているためである.
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5.4 時間発展演算子によるアルゴリズム

温度一定のガウス束縛法の運動方程式は

dri
dt

=
pi

mi
(117)

dpi

dt
= −∂U

∂ri
− λpi ≡ Fi + λ′pi (118)

である. 演算子 D を

D ≡ pi

mi

∂

∂ri
+ (Fi + λ′pi)

∂

∂pi
(119)

のように定義すると時間発展演算子は

eD∆t = exp

[{
pi

mi

∂

∂ri
+ (Fi + λ′pi)

∂

∂pi

}
∆t

]
(120)

とかける. 鈴木・トロッター展開により

eD∆t ≃ exp

[
∆t

2
(Fi + λ′pi)

∂

∂pi

]
exp

[
pi

mi

∂

∂ri

]
exp

[
∆t

2
(Fi + λ′pi)

∂

∂pi

]
(121)

のように近似することができる. 演算子 exp
[
∆t
2 (Fi + λ′pi)

∂
∂pi

]
による運動量 pi の時間変化は, 演算子の定

義により
dpi

dt
= (Fi + λ′pi)

∂

∂pi
pi = Fi + λ′pi (122)

を解く必要がある. F. Zhang [6]らの論文にしたがって微分方程式を解くと厳密な解析解

pi(t) =
1− γ

β − γ/β

{
pi(0) + Fi(0)

1 + γ − β − γ/β

(1− γ)α

}
(123)

を得ることができる. ここで

α =

√√√√∑N
i=1 F

2
i (0)/mi∑N

i=1 p
2
i (0)/mi

(124)

β = exp[−αt] (125)

γ =
λ′(0)− α

λ′(0) + α
(126)

である. 以上を用いることで時間発展アルゴリズムを構築することができる.
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