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これまで, ミクロカノニカルアンサンブル（系の体積とエネルギーが一定）を実現する分子動力学法につい

て述べてきた. しかし, 問題によっては系の温度や圧力を制御し, 目的の熱平衡状態を達成したい場合がある.

温度や圧力を一定に保つために, 外系との相互作用をどのように考慮するかが問題になる. その方法の１つと

して拡張系の方法と総称される理論がある. 拡張系の方法では, 粒子の自由度に加えて, 温度や圧力を制御する

ための新たな自由度を加えた力学系を考える. すなわち, 物理系と外系 (熱浴やピストン)を結びつけた系

拡張系 = 物理系+外系 (1)

を考える. 外系や, 物理系と外系の相互作用をうまく選ぶと, カノニカルアンサンブルや定温定圧アンサンブル

を実現することができる. ここで, 物理系と外系の自由度をそれぞれ N と N ′ とする. 現実の系では N ′ ≫ N

であるのに対し, 拡張系の分子動力学シミュレーションの場合 N ′ ≪ N で足りてしまうことが多い. 多くの場

合, 温度あるいは圧力を制御するのに必要な外系の自由度はそれぞれ N ′ = 1である. このように少数の自由度

によって目的のアンサンブルを実現できる点が, 拡張系の分子動力学シミュレーションの特徴の一つである.

1 温度制御: 能勢・Hoover熱浴

1.1 能勢の方法

1.1.1 能勢の運動方程式

N 個の粒子を持つ物理系を考える. 各粒子の変数を座標 ri, 質量mi, 速度 vi, 運動量 pi とする. また, ポテ

ンシャルエネルギー U(r)とすると, この物理系のラグランジアンは

Lphys(r, ṙ) =

N∑
i=1

1

2
miv

2
i − U(r) (2)

=

N∑
i=1

1

2
miṙ

2
i − U(r) (3)

とかける. 統計力学で見たように, 系の温度は運動エネルギーのアンサンブル平均 (あるいは時間平均)で計算

できるので, 物理系の温度を制御するには運動エネルギー (速度)を制御すればいい,という考えに辿り着くこ

くとができる. そこで, 能勢修一は物理系の外系として振る舞う新たな自由度 sを導入した [1, 2]. さらに, 拡

張系における変数として座標 r′i, 運動量 p′
i,時間 t′ を導入する. 以後, 仮想系における変数を ′ で示す. 物理系
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の変数と拡張系の仮想変数は自由度 sを介して以下の関係も持つ.

ri = r′i (4)

pi =
p′
i

s
(5)

t =

∫ t′ dt′

s
(6)

さらに物理系での速度 vi と拡張系での速度 v′
i の関係は

vi =
dri
dt

= s
dr′i
dt′

= sv′
i (7)

となる. 以上の式から, 新たな自由度 sは物理系の微小時間 dtに対して, 拡張系における微小時間ステップ dt′

を

dt =
dt′

s
(8)

のようにスケールするものだと解釈できる. 仮想変数を用いると, 物理系のラグランジアンは次のように書き

直される:

Lphys(r
′, ṙ′) =

N∑
i=1

1

2
mis

2v′2
i − U(r′) (9)

=

N∑
i=1

1

2
mis

2ṙ′2i − U(r′) (10)

さらに sの速度を v′s として, 拡張系のラグランジアンとして能勢のラグランジアン

LN(r
′, ṙ′, s, ṡ′) =

N∑
i=1

1

2
mis

2v′2
i − U(r′) +

1

2
Qv′2s − gkBTeq ln s (11)

=

N∑
i=1

1

2
mis

2ṙ′2i − U(r′) +
1

2
Qṡ′2 − gkBTeq ln s (12)

を導入する. ここで, Qは熱浴 sの運動に対して質量のように振舞うパラメータで熱浴の仮想的な質量, vs = ṡ

は熱浴粒子の速度, g は系の自由度, Teq は目的の温度である. Qは系の時間スケールを特徴づけるダンピング

パラメータ τ と
Q = gkBTeqτ

2 (13)

と関係がある. 仮想質量 Qは energy × time 2 の次元を持ち, 実際には質量でないことに注意する必要がある.

熱浴粒子のポテンシャルエネルギー項を ln sの形としたことが能勢の方法の重要な点である. ln sは s→ 0で

負の無限大に発散するため, このようなポテンシャル関数の導入は普通考えないのだが, カノニカル分布を実現

することを示す上で鍵となる. 拡張系のラグランジアン (12)から r′i に共役な運動量 p′
i および sに共役な運動

量 p′s を次のように求めることができる.

p′
i ≡

∂LN

∂ṙ′i
= mis

2ṙ′i = spi (14)

p′s ≡
∂LN

∂ṡ′
= Qṡ′ (15)
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したがって, 能勢のハミルトニアンは能勢のラグランジアンのルジャンドル変換により

HN(r
′,p′, s, ps) =

N∑
i=1

ṙ′i · p′
i + p′sv

′
s − LN

=

N∑
i=1

p′2
i

2mis2
+ U(r′) +

p′2s
2Q

+ gkBTeq ln s (16)

と求まる. ハミルトニアン HN から正準方程式を導くと, 拡張系における仮想時間 t′ での運動方程式が得ら

れる:

dr′i
dt′

=
∂HN

∂p′
i

=
p′
i

mis2
(17)

dp′
i

dt′
= −∂HN

∂r′i
= Fi (18)

ds

dt′
=

∂HN

∂p′s
=

p′s
Q

(19)

dp′s
dt′

= −∂HN

∂s
=

1

s

(
N∑
i=1

p′2
i

mis2
− gkBTeq

)
(20)

仮想時間から現実時間への変換

ri = r′i, pi =
p′
i

s
, dt =

dt′

s
(21)

を用いて, 仮想時間における運動方程式を現実時間の運動方程式へと書き換えると

dri
dt

=
pi

mi
(22)

dpi

dt
= Fi −

ṡ

s
pi (23)

ds

dt
= s

ps
Q

(24)

dps
dt

=

N∑
i=1

pi
2

mi
− gkBTeq (25)

となる. この変換は正準変換ではないため, 現実時間に対する能勢の運動方程式はシンプレクティック性を

失っていることに注意する必要がある. 実際に, 時間スケール sによって時間刻みが早くなったり遅くなった

りして体積要素が伸び縮みするため, リウヴィルの定理を満たさないのである.

1.1.2 カノニカル分布が実現することの証明

拡張系におけるハミルトニアンHNは保存量であるため, ある一定の値E に保たれる. したがって, 拡張系全

体ではミクロカノニカルアンサンブルが実現する. ここで略号 dp′ = dp′
1dp

′
2 · · · dp′

N , dr′ = dr′1dr
′
2 · · · dr′N ,

H0 =
∑

i p
′2
i /(2mis

2) + U(r′) を導入すると,拡張系の分配関数は

Z =

∫ ∞

0

ds

∫ ∞

−∞
dp′s

∫
dr′
∫

dp′ δ

{
H0 (r

′,p′) +
p′2s
2Q

+ gkBTeq ln s− E

}
(26)

とかける. ここで, 仮想運動量 p′
i と仮想座標 r′i から物理系における運動量 pi と座標 ri への変数変換を行う.

微小体積量が dr′dp′ = s3Ndrdpとなることから, 分配関数は

Z =

∫ ∞

0

ds

∫ ∞

−∞
dp′s

∫
dr

∫
dp s3N δ

{
H0 (r,p) +

p′2s
2Q

+ gkBTeq ln s− E

}
(27)
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となる. ここでディラックのデルタ関数 δ(x)に関する恒等式

δ (f(s)) =
δ(s− s0)

|f ′(s)|
ただし f(s0) = 0 (28)

を適用する. 今の場合,

f(s) = H0 (r,p) +
p′2s
2Q

+ gkBTeq ln s− E (29)

であるので, f(s) = 0となるような s(≡ s0)は

s0 = exp

[
1

gkBTeq

{
E −H0 (r,p)−

p′2s
2Q

}]
(30)

となる. f ′(s) = gkBTeq/sであるので

Z =

∫ ∞

0

ds

∫ ∞

−∞
dp′s

∫
dr

∫
dp

s3N+1

gkBTeq
δ(s− s0) (31)

となる. sに関して δ 関数の積分を実行すると

Z =

∫ ∞

−∞
dp′s

∫
dr

∫
dp

s3N+1
0

gkBTeq

=

∫ ∞

−∞
dp′s

∫
dr

∫
dp

1

gkBTeq
exp

[
3N + 1

gkBTeq

{
E −H0 (r,p)−

p′2s
2Q

}]
(32)

と計算される. g = 3N + 1とすると,

Z =

∫ ∞

−∞
dp′s

1

gkBTeq
exp

(
E − p′2s /2Q

kBTeq

)∫
dr

∫
dp exp

{
−H0 (r,p)

kBTeq

}

=
exp

[
E

kBTeq

]√
2πQkBTeq

gkBTeq

∫
dr

∫
dp exp

{
−H0 (r,p)

kBTeq

}
(33)

を得るため, 拡張系の分配関数は定数倍を除いて, カノニカルアンサンブルにしたがう物理系の分配関数と一致

する. ゆえに, 仮想時間 t′ でサンプルする場合, 座標・運動量両方についてカノニカルアンサンブルを実現する.

以上の例は, 仮想時間 t′ を等間隔時間発展させた場合であり, 現実時間 tは等間隔で発展していないことに

注意しなければならない. そこで, 現実時間 tでサンプルする場合にもカノニカルアンサンブルを得られるこ

とを示す. 現実時間 tでサンプルした場合, 物理量 A(r,p)の平均値は

lim
τ→∞

1

τ

∫ τ

0

dtA(r(t),p(t)) = lim
τ→∞

1

τ

∫ τ

0

dtA(r′(t),p′(t)/s(t))

= lim
τ→∞

τ ′

τ

1

τ ′

∫ τ ′

0

dt′
A(r(t′),p(t′)/s(t′))

s(t′)
(34)

となる. 最後の変形で現実時間 tから仮想時間 t′ へと変換を行っている. 式 (6)より,

τ =

∫ τ ′

0

1

s
dt′ (35)
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であるので, これを式 (34)に代入すると,

lim
τ→∞

1

τ

∫ τ

0

dtA (r(t),p(t)) =
limτ ′→∞

1
τ ′

∫ τ ′

0
dt′

A(r′(t′),p′(t′)/s(t′))
s(t′)

limτ ′→∞
1
τ ′

∫ τ ′

0
dt′ 1

s(t′)

=

〈
A(r′,p′/s)

s

〉
t′〈

1
s

〉
t′

(36)

⟨· · · ⟩t′ は仮想時間 t′ での平均を意味する. したがって, 式 (31)を用いると,〈
A(r′,p′/s)

s

〉
t′〈

1
s

〉
t′

=

∫
dr
∫
dpA(r,p) exp

{
− 3N

gkBTeq
H0(r,p)

}
∫
dr
∫
dp exp

{
− 3N

gkBTeq
H0(r,p)

} (37)

を得る. g = 3N とすれば, これはカノニカルアンサンブルにおける物理量 A(r,p) の平均値である. つまり,

lim
τ→∞

1

τ

∫ τ

0

dtA (r(t),p(t)) = ⟨A (r(t),p(t))⟩NV T (38)

となる. ここで ⟨· · · ⟩NV T はカノニカルアンサンブルにおける平均を表す. すなわち, 現実時間 tでサンプルす

る時は g = 3N とすればカノニカルアンサンブルを得られる.

1.1.3 保存則と生成されるアンサンブル

以上の議論では, 全エネルギー (能勢のハミルトニアン)が保存することのみを用いて, 拡張系がカノニカル

アンサンブルが実現することを証明した. しかし実際にはハミルトニアンだけでなく, 全運動量や全角運動量

に対する保存則が存在する. 分子シミュレーションにおいて周期境界条件を課している場合, 全角運動量は保

存しないが, 全運動量は依然として保存する. K. Choらは, 全運動量保存則が, 能勢の方法で生成される統計

アンサンブルに影響を与えることを指摘した. すなわち, 拡張系がエルゴード的であり N 原子システムの全運

動量がゼロの時, (N − 1)粒子系のカノニカル分布を生成するが, 全運動量がゼロでない場合, 能勢の方法は正

しくカノニカルアンサンブルを生成しないことを示した [3].

以下では, 能勢のハミルトニアン (16)に加えて, 全運動量 P0 も保存則しているとする. 全運動量は,

P0 =

N∑
i=1

pi (39)

である. 拡張系の分配関数は,

Z =

∫ ∞

0

ds

∫ ∞

−∞
dp′s

∫ N∏
i=1

dr′i

∫ N∏
i=1

dp′
i

× δ

{
H0 (r

′,p′) +
p′2s
2Q

+ gkBTeq ln s− E

}
δ

{
N∑
i=1

pi − P0

} (40)

である. 重心の運動量を差し引いた, 粒子の相対運動量 p̃i = p′
i − P0/N を導入する. この時, 能勢のハミルト

ニアン (16)の運動エネルギー項は,

N∑
i=1

p′2
i

2mis2
=

N∑
i=1

p̃2
i

2mis2
+

P 2
0

2Ms2
= Krelative +Kcom (41)

となる. ここで, 全質量をM =
∑n

i=1 mi とおいた. 右辺の第一項目は相対運動エネルギー, 第二項目は重心に

5



対する運動量エネルギーである. 正準変数を p′ から p̃に取り直すと, 分配関数は

Z =

∫ ∞

0

ds

∫ ∞

−∞
dp′s

∫ N∏
i=1

dr′i

∫ N∏
i=1

dp̃i

× δ

{
N∑
i=1

p̃2
i

2mis2
+

P 2
0

2Ms2
+ U(r′) +

p′2s
2Q

+ gkBTeq ln s− E

}
δ

{
N∑
i=1

p̃i

} (42)

また, 能勢のハミルトニアン (16)は

HN =

N∑
i=1

p̃2
i

2mis2
+

P 2
0

2Ms2
+ U(r′) +

p′2s
2Q

+ gkBTeq ln s (43)

と修正される. 続いて, 運動量に関して δ 関数の積分を実行していく. p̃N について分配関数の積分を実行す

ると,

Z =

∫ ∞

0

ds

∫ ∞

−∞
dp′s

∫ N∏
i=1

dr′i

∫ N−1∏
i=1

dp̃i

× δ

{
N∑
i=1

p̃2
i

2mis2
+

P 2
0

2Ms2
+ U(r′) +

p′2s
2Q

+ gkBTeq ln s− E

} (44)

となる. ここにおいて δ 関数によって

p̃N =

N−1∑
i=1

p̃i (45)

であるので, 粒子の運動エネルギーは

N∑
i=1

p̃2
i

2mis2
=

N−1∑
i=1

p̃2
i

2mis2
+

p̃2
N

2mNs2

=

N−1∑
i=1

p̃2
i

2mis2
+

N−1∑
i=1

p̃2
i

2mNs2
(46)

である. 便利のために新たな運動エネルギー

N−1∑
i=1

π2
i

2λis2
≡

N−1∑
i=1

p̃2
i

2mis2
+

N−1∑
i=1

p̃2
i

2mNs2
(47)

を定義すると, 分配関数は

Z =

∫ ∞

0

ds

∫ ∞

−∞
dp′s

∫ N∏
i=1

dr′i

∫ N−1∏
i=1

dπi

× δ

{
N−1∑
i=1

π2
i

2mis2
+

P 2
0

2Ms2
+ U(r′) +

p′2s
2Q

+ gkBTeq ln s− E

} (48)

となる. 仮想座標 r′i, 仮想運動量 p′
i (あるいは πi) から, 物理系の座標と ri と運動量 pi に変数変換する.
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p′
i = pi/sであるから,

Z =

∫ ∞

0

ds

∫ ∞

−∞
dp′s

∫ N∏
i=1

dri

∫ N−1∏
i=1

dpi s
3N−3

× δ

{
N−1∑
i=1

p2
i

2mis2
+

P 2
0

2Ms2
+ U(r) +

p′2s
2Q

+ gkBTeq ln s− E

} (49)

となる. この分配関数は, 重心に対する運動エネルギー項と次元が 3N − 3であることを除けば, 元々の能勢の

方法における分配関数 (27)と同じ形をしている. 続く手続きでは, sに関する積分を実行していく. 分配関数

のディラックのデルタ関数に関して

N−1∑
i=1

p2
i

2mis2
+

P 2
0

2Ms2
+ U(r) +

p′2s
2Q

+ gkBTeq ln s = E (50)

は, sに関して二つの解 s1, s2 を持つので, ディラックのデルタ関数に関する恒等式 (28)を適用すると,

δ

{
N−1∑
i=1

p2
i

2mis2
+

P 2
0

2Ms2
+ U(r) +

p′2s
2Q

+ gkBTeq ln s− E

}
=

2∑
i=1

δ(s− si)∣∣∣− P02

2Ms3 +
gkBTeq

s

∣∣∣
s=si

(51)

となる. よって, 分配関数を sに関して積分を実行すると,

Z =

∫ ∞

0

ds

∫ ∞

−∞
dp′s

∫ N∏
i=1

dri

∫ N−1∏
i=1

dpi s
3N−3

2∑
i=1

δ(s− si)∣∣∣− P02

2Ms3 +
gkBTeq

s

∣∣∣
s=si

(52)

=

∫ ∞

0

ds

∫ ∞

−∞
dp′s

∫ N∏
i=1

dri

∫ N−1∏
i=1

dpi

2∑
i=1

s3N−3
i∣∣∣− P02

2Ms3 +
gkBTeq

s

∣∣∣
s=si

(53)

となる. この分配関数の積分は明らかにボルツマン因子に比例した形にならず, 物理系はカノニカル分布にし

たがわない.

一方で P0 = 0の場合, デルタ関数内の重心の運動量エネルギー項が消えるので, sに関して唯一つだけの解

s0 を持つ. そのため, オリジナルの能勢の分配関数と同様の手続きで sに関する積分ができ, 結果として物理

系がカノニカル分布にしたがうことが示される.

1.2 能勢・Hooverの方法

1.2.1 能勢・Hooverの運動方程式

W.G.Hooverは現実時間 tでの能勢の運動方程式を変形することで, 時間スケーリング sが必須でない形を

持つ運動方程式を導出した [4, 5]. 仮想時間における能勢の方程式 (17)–(20)に対して, 次のような非正準変換

を考える:

ri = r′i, pi =
p′
i

s
, dt =

dt′

s
,

1

s

ds

dt
=

dη

dt
, ps = pη (54)
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現実時間における運動方程式は,

dri
dt

=
pi

mi
(55)

dpi

dt
= Fi −

pη
Q

pi (56)

dη

dt
=

pη
Q

(57)

dpη
dt

=

N∑
i=1

p2
i

mi
− gkBTeq (58)

と導出される. この運動方程式を能勢・Hooverの運動方程式という. さらに

ζ ≡ 1

s

ds

dt
=

ds

dt′
=

pη
Q

(59)

を定義して, 瞬間温度

T (t) =
1

gkB

N∑
i=1

pi
2

mi
(60)

を用いて運動方程式を書き直すと

dri
dt

=
pi

mi
(61)

dpi

dt
= Fi − ζpi (62)

dζ

dt
=

gkB
Q

(T (t)− Teq) (63)

の 3つの式で閉じた形となる. ζ は一種の抵抗係数のようなものである. 瞬間温度 T (t)が設定温度 Teq より高

い時, ζ は増加する方向に変化し, 粒子の運動量を小さくする. 逆に瞬間温度 T (t)が設定温度 Teq より低い時,

ζ は減少するように変化し, 運動量を増加させる. このように, ζ はその時間変化によって, 瞬間温度 T (t)が設

定温度 Teq に近づくよう, 粒子の運動量にフィードバックをかける. つまり, 熱浴粒子が摩擦力を通して熱を供

給したり奪ったりすることで, 現実系の温度 T を平均として一定値 Teq に保つのである.

なお, 能勢・Hoover運動方程式を導出する際に使用した仮想時間から現実時間への変換 (54)は非正準変換

である. すなわち, 能勢・Hooverの運動方程式 (55)–(58), (61)–(63)には基になるハミルトニアンが存在しな

いことに注意する必要がある. このような力学系は non-Hamiltonian systemと呼ばれ, 統計力学的な性質

などがM. E. Tuckermanらによって詳しく調べられている [6, 7]. 以上のように, 能勢・Hoover方程式ではハ

ミルトニアンは存在しないのだが, 実は拡張部分も含めた全エネルギー

ENH =

N∑
i=1

p2
i

2mi
+ U(r) +

p2η
2Q

+ gkBTeqη (64)

は保存量となっている.

1.2.2 能勢・Hooverの運動方程式の時間発展法

G. J. Martynaらが提案した時間反転可逆な積分法 [8, 9]をもとに, 数値積分アルゴリズムについて述べる.

能勢・Hooverの運動方程式の位相空間は (r,p, ζ)で張られる. したがって, 物理量 A(r,p, ζ)の時間発展は,

Ȧ(r,p, ζ) =
∑
i

ṙi ·
∂A

∂ri
+
∑
i

ṗi ·
∂A

∂pi
+ ζ̇

∂A

∂ζ
(65)
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とかける. ここで演算子 D を導入する.

D ≡
∑
i

ṙi ·
∂

∂ri
+
∑
i

ṗi ·
∂

∂pi
+ ζ̇

∂

∂ζ
(66)

運動方程式 (61)-(63)を代入すると,

D =
∑
i

pi

mi
· ∂

∂ri
+
∑
i

(Fi − ζpi) ·
∂

∂pi
+

1

Q

(∑
i

p2
i

mi
− gkBTeq

)
∂

∂ζ
(67)

を得る. この演算子 D を用いると, 式 (65)は

Ȧ (r,p, ζ) = DA (68)

とかける. この微分方程式の形式的な解は

A(t+∆t) = eD∆tA(t) (69)

となる. この形式解は厳密に正しいが数値積分できる形式ではないため, 演算子 D を以下のように分割する.

D = D1 +D2 +D3 (70)

D1 =
∑
i

pi

mi
· ∂

∂ri
+

1

Q

(∑
i

p2
i

mi
− gkBTeq

)
∂

∂ζ
(71)

D2 =
∑
i

Fi ·
∂

∂pi
(72)

D3 = −ζ
∑
i

pi ·
∂

∂pi
(73)

演算子 D の分割にともなって, 時間発展演算子 eD∆t を鈴木・トロッター分割を用いて以下のように近似的に

分解すると,

eD∆t = eD3
∆t
2 eD2

∆t
2 eD1

∆t
2 eD2

∆t
2 eD3

∆t
2 +O

(
(∆t)3

)
(74)

となる. また, 時間発展演算子 eDj∆t は

eDj∆t = 1 +Dj∆t+
1

2!
D2

j (∆t)2 + · · · (75)

と展開することができるため, eD1∆t による位相空間の時間発展は

eD1∆t

ri(t)pi(t)
ζi(t)

 =

[
1 +

{∑
i

pi

mi
· ∂

∂ri
+

1

Q

(∑
i

p2
i

mi
− gkBTeq

)
∂

∂ζ

}
∆t+ · · ·

]ri(t)pi(t)
ζ(t)


=

 ri(t) +
pi(t)
mi

∆t

pi(t)

ζ(t) + 1
Q

(∑
i
p2
i

mi
− gkBTeq

)
∆t

 (76)
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と記述できる. D1 が pi に作用するとゼロであるので, ∆tの 2乗以上の高次項はゼロとなる. したがって, 式

(76)は厳密に正しい式である. 同様にして, 時間発展演算子 eD2∆t による位相空間の時間発展は

eD2∆t

ri(t)pi(t)
ζi(t)

 =

[
1 +

{∑
i

Fi ·
∂

∂pi

}
∆t+ · · ·

]ri(t)pi(t)
ζ(t)


=

 ri(t)
pi(t) + Fi∆t

ζ(t)

 (77)

と記述される. 演算子 D3 は位相空間 (r,p, ζ)に作用しても∆tの高次項がゼロにならないが, 指数関数のテイ

ラー展開

ex = 1 + x+
1

2!
x2 + · · · (78)

を用いれば, 時間発展演算子 eD3∆t による位相空間の時間発展を

eD3∆t

ri(t)pi(t)
ζi(t)

 =

{
1 +D3∆t+

1

2!
D2

3(∆t)2 + · · ·
}ri(t)pi(t)

ζ(t)


=

1 +

(
−ζ
∑
i

pi ·
∂

∂pi

)
∆t+

1

2!

(
−ζ
∑
i

pi ·
∂

∂pi

)2

(∆t)2 + · · ·


ri(t)pi(t)
ζ(t)


=

 ri(t)
pi(t)

{
1− ζ∆t+ 1

2! (−ζ∆t)2 + · · ·
}

ζ(t)


=

 ri(t)
pi(t)e

−ζ∆t

ζ(t)

 (79)

と得ることができる. 以上により, 各時間発展演算子による時間発展が計算できる. 式 (74) の順で位相空間

(r,p, ζ)を時間発展させると次のようなアルゴリズムを得る.

pi ← pi exp

(
−ζ∆t

2

)
(80)

pi ← pi + Fi
∆t

2
(81)

ri ← ri +
pi

mi
∆t (82)

ζ ← ζ +
1

Q

(
N∑
i=1

p2
i

mi
− gkBTeq

)
∆t (83)

pi ← pi + Fi
∆t

2
(84)

pi ← pi exp

(
−ζ∆t

2

)
(85)

ここで← はプログラム中での代入を意味する. 式 (80)-(85) のプロセスを 1 回計算することにより, 能勢・

Hoover 熱浴を用いた分子動力学シミュレーションを 1 ステップ進めることができる. 熱浴がない, つまり

ζ = 0の時, 速度ベルレ法によるミクロカノニカルアンサンブルでの時間発展の表式を得られる. さらに式 (74)

における時間発展演算子 eD∆t の分割が時間反転について対称であるので, 上記のアルゴリズムも時間反転対

称である.
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2 温度制御: 能勢・Poincaréの方法

仮想時間 t′ における能勢の熱浴の運動方程式 (17)–(20)は, 能勢のハミルトニアン HN から導かれる正準方

程式である. したがって, ハミルトニアンHN を分割し, そこから導かれる時間発展演算子によって位相空間の

時間発展アルゴリズムを構築することで, 仮想時間 t′ におけるシンプレクティック分子動力学法を実行するこ

とは可能である. しかしこの場合, 実時間 tは時間スケール sによって時間刻みが速くなったり遅くなるため不

便である. 例えば相関関数など計算することを考えれば直ちにその不便さが分かるだろう. 能勢の運動方程式

(22)–(25), 能勢・Hooverの運動方程式 (55)–(58), (61)–(63)のように現実時間に書き換えることはできるが,

仮想時間から現実時間への変換は正準変換でない. したがって, これらの運動方程式には基となるハミルトニ

アンが存在せず, この運動方程式に基づいて導かれた分子動力学法はシンプレクティック性を満たさない. そ

こで, 実時間 tにおいてシンプレクティック性を満たす温度制御法として, 能勢・Poincaré熱浴が提案されて

いる.

2.1 能勢・Poincaréのハミルトニアンと運動方程式

能勢の方法で現実時間 tでシンプレクティック性が失われるのは, 仮想時間 t′ から現実時間 tの変換が正準

変換でなく, 得られた運動方程式はもはやハミルトン形式でないからである. 能勢・Poincaré 熱浴では, 能勢

のハミルトニアンにポアンカレ変換 [10, 11]を施すことで, 仮想時間 t′ から現実時間 tに変換しても運動方程

式のハミルトン形式が保たれるようにしている.

2.1.1 ポアンカレ変換

ポアンカレ変換 [10, 11]を用いて仮想時間から現実時間にスケールする方法を見ていく. ポアンカレ変換で

は, 時間スケール関数 f(r, p′) > 0を用いてハミルトニアンH = H(r, p′)を次のようにスケールする:

H̃(r, p′) = f(r, p′)(H−H0) (86)

ここで, H0 はある時刻におけるハミルトニアンの値であり, 通常ハミルトニアンの初期値とする. 以下で

は, ポアンカレ変換された力学系のダイナミクスが元々の力学系のダイナミクスと同じであることを課し,

時間スケール関数 f がどのような関数となるべきか考えていく. まず, 仮想時間におけるハミルトニアン

H = H(r, p′)の正準方程式は

dri
dt′

=
∂H
∂p′i

(87)

dp′i
dt′

=−∂H
∂ri

(88)

である. 次に, 現実時間にスケールしたハミルトニアン (86)の正準方程式は

dri
dt

=
∂H̃
∂p′i

= f
∂H
∂p′i

+ (H−H0)
∂f

∂p′i
= f

∂H
∂p′i

(89)

dp′i
dt

=−∂H̃
∂ri

=−f ∂H
∂ri
− (H−H0)

∂f

∂ri
=−f ∂H

∂ri
(90)
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である. 途中の計算でハミルトニアンが保存すること (H = H0)であることを使用した. さらに具体的に変形

すると

dri
dt

=
dt′

dt

dri
dt′

= f
∂H
∂p′i

(91)

dp′i
dt

=−dt′

dt

dp′i
dt′

=−f ∂H
∂ri

(92)

となる. 変換前後における力学系のダイナミクスが同じであるという制約から, スケール関数 f が満たすべき

条件

dt′

dt
= f (93)

が得られる. 能勢の方法の場合

f =
dt′

dt
= s (94)

である.

2.1.2 能勢・Poincaréのハミルトニアン

能勢・Poincaréのハミルトニアンは次のように書かれる:

HNP = s {HN(r,p
′, s, ps)−H0} (95)

= s

{
N∑
i=1

p′2
i

2mis2
+ U(r) +

p2s
2Q

+ gkBTeq log s−H0

}
(96)

ここで, H0 はHN の初期値である. ps の熱浴の自由度 sに対する正準共役な運動量, Qは熱浴の質量に相当す

る sの時間発展を制御するパラメータ, kB はボルツマン定数, Teq は設定温度, g は系の自由度であり 3次元空

間中の N 粒子系を考えるときは g = 3N となる.

2.1.3 能勢・Poincaré運動方程式

ハミルトニアン (96)から運動方程式は以下のように導かれる:

ṙi =
∂HNP

∂p′
i

=
p′
i

mis
(97)

ṗ′
i = −

∂HNP

∂r′i
= sFi (98)

ṡ =
∂HNP

∂ps
= s

ps
Q

(99)

ṗs = −
∂HNP

∂s
=

N∑
i=1

p2
i

mis2
− gkBTeq − (HN −H0) (100)

HN は保存されることから,　
HN −H0 = 0 (101)

という関係式を用いると, 運動方程式 (97)–(100)は能勢・Hoover熱浴の運動方程式 (61)–(63)と一致するこ

とが確認できる*1. ただし, 実際の数値計算ではHN −H0 はゼロの周りを揺らぐことに注意のこと.

*1 p = p′
i/sであることを用いると, 運動方程式 (97)から ṙi = pi/mi を得る. 運動方程式 (98)より d

dt
(pi/s) = ṗi/s− ṡ/s2pi =

sFi なので, ṗi = Fi = ṡ/spi = Fi − ζpi を得る. ここで ζ = ṡ/sである. 運動方程式 (99)から直ちに, ζ = ps/Qを得る. 最
後に運動方程式 (100) からは ζ̇ = 1

Q
(
∑N

i=1 p
2
i /mi) − gkBTeq を得る. このように, 能勢・Hoover の運動方程式 (61)–(63) と
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2.2 能勢・Poincaréの方法の時間発展アルゴリズム

能勢・Poincaré熱浴における時間発展アルゴリズムを導出していく. まず, ハミルトニアン HNP を以下の

ように 3つに分割する:

HNP = HNP1 +HNP2 +HNP3 (102)

HNP1 = s

(
N∑
i=1

p′2
i

2mis2
+ gkBTeq log s−H0

)
(103)

HNP1 = sU(r) (104)

HNP1 = s
p2s
2Q

(105)

続いて, 各ハミルトニアンによる時間発展を考える. ある物理量 Aの時間微分から演算子 D を

dA

dt
=

(
N∑
i=1

ṙi
∂

∂ri
+

N∑
i=1

ṗ′
i

∂

∂p′
i

+ ṡ
∂

∂s
+ ṗs

∂

∂ps

)
A (106)

≡ DA (107)

のように定義する. さらに運動方程式 (97)–(100)を考慮すると

dA

dt
=

(
N∑
i=1

∂HNP

∂p′
i

∂

∂ri
−

N∑
i=1

∂HNP

∂ri

∂

∂p′
i

+
∂HNP

∂ps

∂

∂s
− ∂HNP

∂s

∂

∂ps

)
A (108)

とかけるので, 各ハミルトニアンについてそれぞれ

DHNP1 =
p′
i

mis2
∂

∂ri
+

(
N∑
i=1

p′2
i

2mis2
− gkBTeq log s+H0 − gkBTeq

)
∂

∂ps
(109)

DHNP2 = sFi
∂

∂p′
i

− U(r)
∂

∂ps
(110)

DHNP3
= s

ps
Q

∂

∂s
− p2s

2Q

∂

∂ps
(111)

を得る. これらの演算子を位相空間に作用させると

DHNP1 ri =
p′
i

mis
(112)

DHNP1
ps =

N∑
i=1

p′2
i

2mis2
− gkBTeq log s+H0 − gkBTeq (113)

DHNP2
p′
i = sFi (114)

DHNP2 ps = −U(r) (115)

DHNP3 s = s
ps
Q

(116)

DHNP3
ps = −

p2s
2Q

(117)

のようになる.

同様の運動方程式が得られることが分かる.
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時間発展演算子を例えば次のように分割する:

eDHNP
∆t/2 = eDHNP3

∆t/2eDHNP2
∆t/2eDHNP1

∆teDHNP2
∆t/2eDHNP3

∆t/2 +O((∆t)3) (118)

演算子 D を位相空間に作用させた結果 (112)–(117)を用いると, 時間発展演算子による位相空間の時間発展は

それぞれ次のように計算される:

eDHNP1
∆t ri = ri +

p′
i

mis
∆t (119)

eDHNP1
∆t ps = ps +

(
N∑
i=1

p′2
i

2mis2
− gkBTeq log s+H0 − gkBTeq

)
∆t (120)

eDHNP2
∆t p′

i = p′
i + sFi∆t (121)

eDHNP2
∆t ps = ps − U(r)∆t (122)

eDHNP3
∆t s = s+ s

ps
Q
∆t+ s

p2s
4Q2

(∆)2 = s

(
1 +

ps
2Q

∆t

)2

(123)

eDHNP3
∆t ps = ps −

p2s
2Q

∆t+
p3s
4Q2

(∆t)2 + · · · = ps
(1 + ps

2Q∆t)
(124)

なお, 最後の式 (124)において
1

1 + x
= 1− x+ x2 − x3 + · · · (125)

を用いた. 以上で得られた式を用いて, 式 (118)の順で位相空間を時間発展させると次のような能勢・Poincaré

熱浴の時間発展アルゴリズムを得る:

s ← s

(
1 +

ps
2Q

∆t

2

)2

(126)

ps ←
ps(

1 + ps

2Q
∆t
2

) (127)

p′
i ← p′

i + sFi
∆t

2
(128)

ps ← ps − U(r)
∆t

2
(129)

ri ← ri +
p′
i

mis
∆t (130)

ps ← ps +

(
N∑
i=1

p′2
i

2mis2
− gkBTeq log s+H0 − gkBTeq

)
∆t (131)

p′
i ← p′

i + sFi
∆t

2
(132)

ps ← ps − U(r)
∆t

2
(133)

s ← s

(
1 +

ps
2Q

∆t

2

)2

(134)

ps ←
ps(

1 + ps

2Q
∆t
2

) (135)
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2.3 能勢・Poincaré熱浴における影のハミルトニアン

シンプレクティック分子動力学法の特徴として, 影のハミルトニアンの存在があげられる. そこで, 能勢・

Poincaré熱浴における影のハミルトニアンがどのような表式であるかを見ていく. まず, 時間発展演算子を

eDZ∆t = eDX∆teDY ∆t (136)

と 2つに分割した時, ベーカー・ハウスドルフ・キャンベルの公式より演算子 D の間には

DZ∆t =DX∆t+DY ∆t+
1

2
[DX∆t, DY ∆t]

+
1

12
{[DX∆t, [DX∆t,DY ∆t]] + [DY ∆t, [DY ∆t,DX∆t]]}+ · · · (137)

と展開できる. ここで [X,Y ] = XY − Y X とした. まとめると,

DZ = DX +DY +
∆t

2
[DX , DY ] +

(∆t)2

12
{[DX , [DXt,DY ]] + [DY , [DY , DX ]]} (138)

となる. 演算子 D について

[DX , DY ] = D{Y, X} (139)

{Y, X} =
∑
i

(
∂Y

∂ri

∂X

∂pi
− ∂Y

∂pi

∂X

∂ri
+

∂Y

∂s

∂X

∂ps
− ∂Y

∂ps

∂X

∂x

)
(140)

である. ここで {}はポアソン括弧を意味する. 能勢・Poincaré熱浴では, 式 (118)のようにさらに細かく時間

発展演算子を分割した. すなわち, 時間発展演算子は

eB = eA3/2eA2/2eA1eA3/2eA2/2 = eA3/2eA
′
eA3/2 (141)

のような形をしている. この時, ベーカー・ハウスドルフ・キャンベルの公式を繰り返し適用することで, 演算

子 B や A′ は, A1, A2, A3 を用いて

A′ = A2 +A1 −
1

24
[A2, [A2, A1]] +

1

12
[[A2, A1], A1] + · · · (142)

B = A3 +A′ − 1

24
[A3, [A3, A′]] +

1

12
[[A3, A′], A′] + · · · (143)

と計算できる. これを用いると

H̃ = HNP

− (∆t)2

24
({{HNP1, HNP2} ,HNP2} − 2 {{HNP2, HNP1} ,HNP1})

− (∆t)2

24
({{HNP1 +HNP2, HNP3} , HNP3} − 2 {{HNP3, HNP1 +HNP2} , HNP1 +HNP2}) (144)
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となる. これを具体的に計算すると能勢・Poincaré熱浴における影のハミルトニアン

H̃ = HNP

+
(∆t)2

24

[
−s

N∑
i=1

1

m

(
∂U

∂ri

)2

+ 2s

N−1∑
i=1

N∑
j>i

p′
i

mis

∂2U

∂rirj

p′
j

mjs

− p2s
2Q2

(
−s

N∑
i=1

p2
i

mis2
+HNP −

sp2s
2Q

+ 3gkBTeqs

)

+
2

sQ

(
−s

N∑
i=1

p2
i

mis2
+HNP −

sp2s
2Q

+ gkBTeqs

)2]
+O((∆t)4) (145)

を得ることができる.

2.4 能勢・Poincaré熱浴の注意点

能勢・Poincaré熱浴はシンプレクティックな分子動力学法であり, 影のハミルトニアンが存在するためハミ

ルトニアンの安定性が良い. しかしポテンシャルにカットオフを使用するシミュレーション (ほとんど全ての

場合)で, 能勢・Poincaré熱浴を使用するには注意が必要である.

能勢・Poincaréの運動方程式 (100)は

ṗs = −
∂HNP

∂s
=

N∑
i=1

p2
i

mis2
− gkBTeq − (HN −H0) (146)

のように書かれていることを思い出そう. もしポテンシャルにカットオフを使用した場合, 誤差が積り,シミュ

レーション中に HN が徐々に増大していく. ここで HN −H0 = gkBαのように書けるとすると,
∑

i p
′
i/mis

2

が目指すべき温度は gkB(Teq + α)と書くことができる. すなわち, HN の誤差の蓄積に伴って αが大きくなる

ことで, 設定すべき温度はシミュレーション中に徐々に高くなっていく. このようにポテンシャルカットオフ

を入れると, 能勢・Poincaré熱浴で温度を制御しているはずなのに実際には制御できていないという状況がお

きてしまう. このことは, 実際に能勢・ポアンカレ熱浴を水分子に適用し, 能勢・Hoover熱浴と比較した研究

[12]で確認されている.
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3 圧力制御: Andersenの方法

定圧環境では, 系の体積は揺らいでいる. 体積を大きくすれば圧力は下がり, 体積を小さくすれば圧力は上が

る. よって, 圧力制御をするには物理系にピストンを導入して,体積 V を変化させればよい. Andersenはピス

トンを新たな一般化座標として導入した [13]. ここでは, 一方向のピストンではなく, 立方体セルの三方向から

等方的に圧縮・膨張するピストンを考える. 新たな一般化座標として導入されたピストンの座標は基本セルの

体積 V の値となる.

3.1 Andersenの運動方程式

Andersenの方法では, 立方体セルの一辺の長さ L = V
1
3 を用いて座標を

ri = V
1
3 r̃i (147)

とスケールする. この時間微分は以下のようになる.

ṙi = V
1
3 ˙̃ri +

V̇

3V
V

1
3 r̃i (148)

式 (148)の右辺の第 2項は (i)一様な体積の増減に伴う流れであり, 温度に寄与する運動エネルギーから除く

べきであること, (ii)セル中の位置 r̃ によって速度へに寄与が異なってしまうことは望まししくないことから,

これを無視すると,

ṙi = V
1
3 ˙̃ri (149)

となる. ただし, 一度 ṙi = V
1
3 ˙̃r としてハミルトニアン HA を導入した後に正準方程式を導く際には,

ṙi = L ˙̃ri + L̇r̃i として計算しなければならないことに注意しなければならない. 物理系にピストンの自由度を

追加した拡張系のラグランジアンを

LA(r̃, ˙̃r, V, V̇ ) =

N∑
i=1

mi

2
V

2
3 ˙̃r2i − U(r) +

1

2
WV̇ 2 − PeqV (150)

のように導入する. ここでW はピストンの仮想的な質量である. r̃i と V に正準共役な運動量 p̃i, pV はそれ

ぞれ

p̃i ≡
∂LA

∂ ˙̃ri
= miV

2
3 ˙̃ri = V

1
3pi (151)

pV ≡
∂LA

∂V̇
= WV̇ (152)

と求まる. 式 (150), (151), (152)より, 対応するハミルトニアンHA は

HA(r̃, p̃, V, pV ) =

N∑
i=1

˙̃ri · p̃i + V̇ pV − LA

=

N∑
i=1

p̃2
i

miV
2
3

+
p2V
W
− LA

=

N∑
i=1

p̃2
i

2miV
2
3

+ U(V
1
3 r̃) +

p2V
2W

+ PeqV (153)
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となる. ハミルトニアンHA から運動方程式を導くと

dr̃i
dt

=
∂HA

∂p̃i
=

p̃i

miV
2
3

(154)

dp̃i

dt
= −∂HA

∂r̃i
= −∂U

∂r̃i
= V

1
3Fi (155)

dV

dt
=

∂HA

∂pV
=

pV
W

(156)

dpV
dt

= −∂HA

∂V
=

1

3V

(
N∑
i=1

p̃2
i

miV
2
3

+

N∑
i=1

Fi · ri

)
− Peq (157)

を得る.

ここで, 系の圧力制御の様子を見るために, 式 (156)と式 (157) を V に関する方程式に書き直す:

V̈ =
1

W

{
1

3V

(
N∑
i=1

p̃2
i

miV
2
3

+

N∑
i=1

Fi · ri

)
− Peq

}

=
1

W

{
1

3V

(
N∑
i=1

p2
i

mi
+

N∑
i=1

Fi · ri

)
− Peq

}
(158)

この式は瞬間圧力

P (t) =
1

3V

(
N∑
i=1

p2
i (t)

mi
+

N∑
i=1

Fi(t) · ri(t)

)
(159)

を用いて,
WV̈ = P (t)− Peq (160)

と書き直すことができる. したがって, 瞬間圧力 P (t)が設定圧力 Peq よりも低い時, 体積の加速度 V̈ が負の値

となり, 系の収縮速度を大きくさせることで, 瞬間圧力 P (t) を高くする. 一方で, 瞬間圧力 P (t) が設定圧力

Peq よりも高い時, 体積の加速度 V̈ が正の値となり, 系の膨張速度を大きくさせることで, 瞬間圧力 P (t)を低

くする. このように, 瞬間圧力に基づいて系の体積がフィードバックを受けることで圧力を制御している. さら

に, 式 (160)を次のように書き直す.

V̈ =
P (t)− Peq

W
(161)

この式より, ピストンの質量W を大きくすると, 体積の収縮・膨張速度 V̈ は小さくなり, 逆にピストンの質量

W を小さくすると, 体積の収縮・膨張速度 V̈ は大きくなる. ピストンの質量が大きすぎると, 緩和に時間がか

かりすぎ, 逆に小すぎると緩和が振動型となり緩和に時間がかかるようになる. 瞬間圧力 P (t)の時間変化と同

じくらいのスケールで V の値も時間変化するようにW の値を調整すると, 効率よく圧力を制御することがで

きる.

3.2 Andersenの方法が実現する統計アンサンブル

Andersenの運動方程式 (154)–(157)による時間発展において, ハミルトニアン HA はある一定の値 E に保

たれる. すなわち,

HA(r̃, p̃, V, pV ) =

N∑
i

p̃2
i

2miV
2
3

+ U(V
1
3 r̃) +

p2V
2W

+ PeqV = E (162)

この保存量はエンタルピー H と p2V /W だけ異なる. 平衡状態では体積は平均値の周りでゆっくり揺らぐだけ

で, 体積の運動エネルギー p2V /2W はハミルトニアンHA に比べて小さな値を取ることが多い. 実際, 系が等分
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配則を満たすとするとヴィリアルの定理から ⟨p2V /W ⟩ = kBTeq であるため, N が十分大きい場合∣∣∣∣ p2V2W
∣∣∣∣≪ |HA| (163)

となる. したがって, エンタルピー H は近似的に

H ≡ H0 + PeqV ≃ 一定値 (164)

となる. ゆえに, Andersenの方法では近似的に NPH 一定のアンサンブル (等圧・等エンタルピーアンサンブ

ル)が得られる.

3.3 Andersenの運動方程式の時間発展法

Andersen の運動方程式 (154)–(157) は位相空間 (r̃, p̃, V, pV ) で張られる. よって物理量 A(r̃, p̃, V, pV ) の

時間発展は

Ȧ(r̃, p̃, V, pV ) =

N∑
i=1

˙̃ri ·
∂A

∂r̃i
+

N∑
i=1

˙̃pi ·
∂A

∂p̃i
+ V̇

∂A

∂V
+ ˙pV

∂A

∂pV
(165)

とかける. ここで演算子 D を導入する.

D ≡
N∑
i=1

˙̃ri ·
∂

∂r̃i
+

N∑
i=1

˙̃pi ·
∂

∂p̃i
+ V̇

∂

∂V
+ ˙pV

∂

∂pV
(166)

運動方程式 (154)–(157)を式 (166)に代入すると,

D =

N∑
i=1

p̃i

miV
2
3

· ∂

∂r̃i
+

N∑
i=1

V
1
3Fi ·

∂

∂p̃i
+

pV
W

∂

∂V
(167)

+

{
1

3V

(
N∑
i=1

p̃2
i

miV
2
3

+

N∑
i=1

Fi · ri

)
− Peq

}
∂

∂pV
(168)

となる. 続いて, 演算子 D を以下のように 3つに分割する.

D = D1 +D2 +D3 (169)

D1 =

N∑
i=1

p̃i

miV
2
3

· ∂

∂r̃i
+

N∑
i=1

p̃2
i

3miV
5
3

· ∂

∂pV
(170)

D2 =
pV
W

∂

∂V
(171)

D3 =

N∑
i=1

V
1
3Fi ·

∂

∂p̃i
+

{
1

3V

N∑
i=1

Fi · ri − Peq

}
∂

∂pV
(172)

鈴木・トロッター展開を用いると, 時間発展演算子を

eD∆t = eD3
∆t
2 eD2

∆t
2 eD1∆teD2

∆t
2 eD3

∆t
2 +O

(
(∆t)3

)
(173)
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と分割することができる. 各時間発展演算子による位相空間の時間発展は

eD1∆t


r̃i(t)
p̃i(t)
V (t)
pV (t)

 =


r̃i(t) +

p̃i(t)

miV
2
3
∆t

p̃i(t)
V (t)

pV (t) +
∑N

i=1
1

3miV
5
3
p̃2
i∆t

 (174)

eD2∆t


r̃i(t)
p̃i(t)
V (t)
pV (t)

 =


r̃i(t)
p̃i(t)

V (t) + pV (t)
W ∆t

pV (t)

 (175)

eD3∆t


r̃i(t)
p̃i(t)
V (t)
pV (t)

 =


r̃i(t)

p̃i(t) + V
1
3Fi∆t

V (t)

pV (t) +
(

1
3V

∑N
i=1 Fi · ri − Peq

)
∆t

 (176)

となるので, 式 (173)の順番で位相空間 (r̃i,p̃i,V ,pV )を時間発展させると次のアルゴリズムを得る.

p̃i ← p̃i + V
1
3Fi

∆t

2
(177)

pV ← pV +

(
1

3V

N∑
i=1

Fi · ri − Peq

)
∆t

2
(178)

V ← V +
pV
W

∆t

2
(179)

r̃i ← r̃i +
p̃2
i

miV
2
3

∆t (180)

pV ← pV +

N∑
i=1

1

3miV
5
3

p̃2
i∆t (181)

V ← V +
pV
W

∆t

2
(182)

p̃i ← p̃i + V
1
3Fi

∆t

2
(183)

pV ← pV +

(
1

3V

N∑
i=1

Fi · ri − Peq

)
∆t

2
(184)
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4 圧力制御: Parrinello-Rahmanの方法

Andersenの方法では、シミュレーションセルを等方的に動かして圧力を制御することを見た. ここでは、シ

ミュレーションセルの変形を許しながら圧力制御を行う Parrinello-Rahman[14, 15]の方法を見ていく. なお、

ここでの議論は統計力学の章で圧力テンソルを導出したときの議論と重複する部分があるが、必要な部分はで

きるだけ省略しないで記述することにする.

4.1 シミュレーションセル: 平行六面体

4.1.1 平行六面体の数学的基礎

Parrinello-Rahman方法では, 平行六面体のシミュレーションセルを使用する. 平行六面体の基本並進ベク

トルを

a1 = (a1x, a1y, a1z)
t, (185)

a2 = (a2x, a2y, a2z)
t, (186)

a3 = (a3x, a3y, a3z)
t (187)

とする. 基本セルはセル行列 Lを用いて

L = (a1,a2,a3) (188)

と書くことができる. 基本セルの体積は

V = detL = a1 · (a2 × a3) = a2 · (a3 × a1) = a3 · (a1 × a2) (189)

と計算できる. ここで, 体積を基本並進ベクトルで微分すると,

∂V

∂a1
= a2 × a3 (190)

∂V

∂a2
= a3 × a1 (191)

∂V

∂a3
= a1 × a2 (192)

である. これらをまとめると

σ ≡ ∂V

∂L
= (a2 × a3, a3 × a1, a1 × a2) (193)

となる. ここでセル行列 Lに関する関係式をまとめておく. まず初めにセル行列の逆行列 L−1 は

L−1 =
1

V

(a2 × a3)
t

(a3 × a1)
t

(a1 × a2)
t

 =
1

V
σt (194)
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と計算される. さらに L, σ, V の間には

Ltσ =

at
1

at
2

at
3

 (a2 × a3, a3 × a1, a1 × a2)

=

a1 · (a2 × a3) 0 0
0 a2 · (a3 × a1) 0
0 0 a3 · (a1 × a2)


= V 1 (195)

が成立する. ここで 1は単位行列である.

4.1.2 スケールした座標と速度

Andersenの方法の時と同じように, Parrinello-Rahmanの方法でもスケールした座標と速度を使用する. ス

ケールした座標と速度はセル行列を使用して

ri = Lr̃i (196)

ṙi = L ˙̃ri (197)

とかける. 以降, スケール座標と速度は上付のチルダ˜で表す. ここで計量テンソル

G = LtL =

 at
1

at
2

at
3

 (a1 a2 a3) =

 a1 · a1 a1 · a2 a1 · a3

a2 · a1 a2 · a2 a2 · a3

a3 · a1 a3 · a2 a3 · a3

 (198)

を導入する. 計量テンソルGを用いると速度の二乗は

ṙ2i = ṙti ṙi =
(
L ˙̃r
)t

L ˙̃r = ˙̃rtiL
LL ˙̃ri = ˙̃rtiG ˙̃ri (199)

とかける. ここで任意の行列 Aと B について

AtBt = (BA)t (200)

の関係が成り立つことを用いた.

4.2 Parrinello-Rahmanのラグランジアンと運動方程式

Parrinello-Rahmanのラグランジアンは, スケールした座標 r̃ とセル行列 Lを用いて

LPR(r̃,L, ˙̃r, L̇) =
1

2

N∑
i=1

mi
˙̃rtiG ˙̃ri − U(r̃,L) +

1

2
WTr[L̇tL̇]− P0V (201)

と書くことができる. ここで, W はピストンの仮想的な質量であり, P0 は設定圧力である. また第 3項目の対

角和 Trは

1

2
WTr(L̇tL̇) =

1

2
WTr

ȧ1 · ȧ1 0 0
0 ȧ2 · ȧ2 0
0 0 ȧ2 · ȧ2


=

1

2
W (ȧ2

1 + ȧ2
2 + ȧ2

3) (202)
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と計算される. これはシミュレーションセルの運動エネルギーを意味する. 粒子とシミュレーションセルに対

するラグランジュの運動方程式はそれぞれ,

d

dt

∂LPR

∂ ˙̃rj
=

∂LPR

∂r̃j
(203)

d

dt

∂LPR

∂L̇
=

∂LPR

∂L
(204)

とかける.

ここで, この後のテンソル計算の便利のために縮約記号を導入する. すなわち, r̃i の α成分を r̃iα と書き L

の (α, β)成分を Lαβ と書くことにする. α, β, · · · は 1, 2, 3の値をとる. この記法を用いると座標と速度はそ

れぞれ

riα =

3∑
β=1

Lαβ r̃iβ (205)

ṙiα =

3∑
β=1

Lαβ
˙̃riβ

とかける. この記法を用いてラグランジアンを書き直せば

LPR =
1

2

N∑
i=1

mi

∑
α,β,γ

(Lαβ
˙̃riβ)(Lαγ

˙̃riγ)− U(r̃,L) +
1

2
WTr

∑
β,γ

L̇αβL̇αγ

− P0V (206)

=
1

2

∑
α,β,γ

LαβLαγ

N∑
i=1

mi
˙̃riβ ˙̃riγ − U(r̃,L) +

1

2
WTr

∑
β,γ

L̇αβL̇αγ

− P0V (207)

となる. また, 縮約記号を用いると, 粒子とシミュレーションセルに対するラグランジュの運動方程式はそれ

ぞれ

d

dt

∂LPR

∂ ˙̃rjλ
=

∂LPR

∂r̃jλ
(208)

d

dt

∂LPR

∂L̇µν

=
∂LPR

∂Lµν
(209)

と書ける.

4.2.1 粒子の運動方程式

粒子に対するラグランジアンの運動方程式 (208)を具体的に計算していく. まず左辺について

∂LPR

∂ ˙̃rjλ
=

∂

∂ ˙̃rjλ

1

2

∑
α,β,γ

LαβLαγ

N∑
i=1

mi
˙̃riβ ˙̃riγ

 (210)

=
1

2
mj

∑
α,β,γ

LαβLαγ
˙̃rjγδβλ +

∑
α,β,γ

LαβLαγ
˙̃rjβδγλ

 (211)

=
1

2
mj

∑
α,γ

LαλLαγ
˙̃rjγ +

∑
α,β

LαβLαλ
˙̃rjβ

 (212)

= mj

∑
α,γ

LαλLαγ
˙̃rjγ = mj

∑
γ

Gλγ
˙̃rjγ (213)
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であるので,

d

dt

(
∂LPR

∂ ˙̃rjλ

)
=

d

dt

(
mj

∑
γ

Gλγ
˙̃rjγ

)
= mj

∑
γ

Ġλγ
˙̃rjγ +mj

∑
γ

Gλγ
¨̃rjγ (214)

と計算される. ベクトル形式で書き直すと,

d

dt

(
∂LRP

∂ ˙̃r

)
=

d

dt

(
mjG ˙̃ri

)
= mjĠ ˙̃rj +mjG¨̃rj (215)

となる。

次に, ラグランジアンの運動方程式 (208)を右辺を具体的に計算する.

∂LPR

∂r̃jλ
=

∂U(r̃,L)

∂r̃jλ
=

∂U(Lr̃1, . . . ,Lr̃N )

∂r̃jλ

=
∂U

∂(Lνµr̃jµ)

∂(Lµν r̃jν)

∂r̃jλ
=

∂U

∂(Lνµr̃jµ)

∂r̃jν
∂r̃jλ

Lµν =
∂U

∂(Lνµr̃jµ)
δνλLµν

=
∂U

∂(Lλµr̃jµ)
Lµλ =

∂U

∂rjµ
Lµλ = Lµλ

∂U

∂rjµ
(216)

と計算される. これをベクトル形式に書き直せば

∂LPR

∂r̃j
= Lt ∂U

∂r
(217)

となる.

以上, 得られた式 (215), (217)をまとめると, Parinnelo-Rahman法における粒子の運動方程式は

mjĠ ˙̃rj +mjG¨̃rj = Lt ∂U

∂rj
(218)

より,

r̈j = −
1

mj
G−1Lt ∂U

∂rj
−G−1Ġ ˙̃ri (219)

とかける. ここで,

G−1Lt = (LtL)−1Lt = L−1(Lt)−1Lt = L−1 (220)

であることと, 粒子 j に働く力が

Fj =
∂U

∂rj
(221)

であることを利用すると, Parinnelo-Rahman法における粒子の運動方程式は

r̈j = −
1

mj
L−1Fj −G−1Ġ ˙̃ri (222)

と書くことができる.
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4.2.2 シミュレーションセルの運動方程式

シミュレーションセルに対するラグランジアンの運動方程式 (209)を具体的に計算していく. 左辺について

d

dt

∂L
∂L̇µν

=
d

dt

∂

∂L̇µν

(
1

2
WTr

[∑
α

L̇αβL̇αγ

])
=

d

dt

∂

∂L̇µν

1

2
W
∑
α,β

L̇2
αβ


=

d

dt

W
∑
α,β

∂L̇αβ

∂L̇µν

L̇αβ

 =
d

dt

(
WL̇αβδαµδβν

)
= WL̈µν

と計算される. ベクトル形式に書き直すと,

d

dt

∂L
∂L̇

= W L̈ (223)

と書くことができる.

シミュレーションセルに対するラグランジアンの運動方程式 (209)の右辺は,

∂L
∂Lµν

=
∂

∂Lµν

1

2

∑
α,β,γ

LαβLαγ

N∑
i=1

mi
˙̃riβ ˙̃riγ − U(r̃,L) +

1

2
WTr

∑
β,γ

L̇αβL̇αγ

− P0V


=

∂

∂Lµν

1

2

∑
α,β,γ

LαβLαγ

N∑
i=1

mi
˙̃riβ ˙̃riγ − U(r̃,L)− P0V

 (224)

となる.

式 (224)右辺の第 1項目は

∂

∂Lµν

1

2

∑
α,β,γ

LαβLαγ

N∑
i=1

mi
˙̃riβ ˙̃riγ

 =
1

2

∑
α,β,γ

∂Lαβ

∂Lµν
Lαγ +

∑
α,β,γ

Lαβ
∂Lαγ

∂Lµν

 N∑
i=1

mi
˙̃riβ ˙̃riγ

=
1

2

∑
α,β,γ

δαµδβνLαγ +
∑
α,β,γ

Lαβδαµδγν

 N∑
i=1

mi
˙̃riβ ˙̃riγ

=
1

2

∑
β,γ

δβνLµγ +
∑
β,γ

Lµβδγν

 N∑
i=1

mi
˙̃riβ ˙̃riγ

=
1

2

∑
γ

δβνLµγ

N∑
i=1

mi
˙̃riν ˙̃riγ +

∑
β

Lµβ

N∑
i=1

mi
˙̃riβ ˙̃riν


=

N∑
i=1

mi

∑
γ

Lµγ
˙̃riγ ˙̃riν (225)

を得る. ここで, 関係式 (195)を使うと

∂

∂Lµν

1

2

∑
α,β,γ

LαβLαγ

N∑
i=1

mi
˙̃riβ ˙̃riγ

 =
1

V

N∑
i=1

mi

∑
γ

Lµγ
˙̃riγ ˙̃riν(Lνµσµν)

=
1

V

N∑
i=1

mi

∑
γ

(Lµγ
˙̃riγ)(Lνµ

˙̃riν)σµν (226)
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のように書くことができる. これをベクトル形式に直すと

∂

∂L

(
1

2

n∑
i=1

mi
˙̃rtiG ˙̃ri

)
=

1

V

N∑
i=1

mi(L ˙̃ri)(L ˙̃ri)
tσ (227)

となる.

式 (224)右辺の第 2項目はポテンシャルに対する微分であり,

∂U(r̃,L)

∂Lµν
=

∂U(Lr̃1, . . . ,Lr̃N )

∂Lµν
=

N∑
i=1

∑
α,β

∂U

∂(Lαβ r̃iµ)

∂(Lαβ r̃β)

∂Lµν
=

N∑
i=1

∑
α,β

∂U

∂(Lαβ r̃iβ)

∂Lαβ

∂Lµν
r̃β (228)

=

N∑
i=1

∑
α,β

∂U

∂(Lαβ r̃iβ)
δαµδβν r̃β =

N∑
i=1

∂U

∂(Lµν r̃iν)
r̃ν (229)

=

N∑
i=1

∂U

∂riµ
r̃ν (230)

= −
N∑
i=1

Fiµr̃ν (231)

と計算できる. なお, 途中の連鎖律のところでベクトル・行列の微分に関して ∂Mij/∂Mji = δij (すなわち,

∂M t/∂M = I)を利用した. スケール座標からデカルト座標への変換式

r̃iν =
∑
γ

L−1
νγ riγ (232)

とセル行列の逆行列 (194)を用いると,

−∂U(r̃,L)

∂Lµν
=

N∑
i=1

∑
γ

FiµL
−1
νγ riγ =

1

V

N∑
i=1

∑
γ

Fiµriγσγν (233)

が得られる. ベクトル形式で書き直すと,

−∂U

∂L
=

1

V

(
N∑
i=1

Fir
t
i

)
σ (234)

となる.

最後に式 (224)右辺第 3項目を計算する. 式 (193)で既に見たように, 体積 V の L微分は σ であるので

∂

∂L
(−P0V ) = −P0σ (235)

と計算できる.

以上, (223), (227), (234), (235)式よりシミュレーションセルの運動方程式は,

L̈ =

[
1

V

{
N∑
i=1

mi(L ˙̃ri)(L ˙̃ri)
t +

N∑
i=1

Fir
t
i

}
− P01

]
σ (236)

と計算できる. ここで, 波括弧 {}の中は圧力テンソルに対応する. したがって, シミュレーションセルは設定

圧力と瞬間圧力テンソルの差に応じて運動することが分かる.
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5 温度・圧力制御: 能勢・Andersenの方法

5.1 能勢・Andersenの運動方程式

温度と圧力を制御して定温定圧アンサンブルを得るには, 能勢の方法と Andersenの方法を組み合わせ, 物理

系に熱浴とピストンの両方を付ければよい. 拡張系のハミルトニアンは物理系のハミルトニアンに熱浴とピス

トンの自由度を付け足した

HNA(r̃
′, p̃′, s, ps, V, pV ) =

N∑
i=1

p̃′2
i

2mis2V
2
3

+ U(V
1
3 r̃′i) +

p2s
2Q

+ gkBTeq ln s+
p2V
2W

+ PeqV (237)

で与えられる. ここでは時間と空間のスケールを両方行っている. 時間スケールされた変数には ′, 空間スケー

ルされた変数には˜をつける. 物理系の変数と拡張系の仮想変数は以下の関係式で結ばれている.

ri = V
1
3 r̃i = V

1
3 r̃′i (238)

pi =
p′
i

s
=

p̃i

V
1
3

=
p̃′
i

sV
1
3

(239)

t =

∫ t′ dt′

s
(240)

ハミルトニアンより r̃′i,p̃
′
i,s,ps,V ,pV についての運動方程式を求めると,

dr̃′i
dt′

=
∂HNA

∂p̃′
i

=
p̃′
i

mis2V
2
3

(241)

dp̃′
i

dt′
= −∂HNA

∂r̃′i
= −∂U

∂r̃′i
(242)

ds

dt′
=

∂HNA

∂ps
=

ps
Q

(243)

dps
dt′

= −∂HNA

∂s
=

1

s

(
N∑
i=1

p̃′2
i

mis2V
2
3

− gkBTeq

)
(244)

dV

dt′
=

∂HNA

∂pV
=

pV
W

(245)

dpV
dt′

= −∂HNA

∂V
=

1

3V

(
N∑
i=1

p̃′2
i

mis2V
2
3

+

N∑
i=1

Fi · ri

)
− Peq (246)
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となる. さらに実時間 tで時間発展するように書き換える. 座標と運動量をそれぞれ r̃′i, p̃′
i から ri, pi へと変

数変換すると,

dri
dt

=
pi

mi
+

V̇

3V
ri (247)

dpi

dt
= Fi −

(
ṡ

s
+

V̇

3V

)
pi (248)

ds

dt
= s

ps
Q

(249)

dps
dt

=

N∑
i=1

p2
i

mi
− gkBTeq (250)

dV

dt
= s

pV
W

(251)

dpV
dt

= s

{
1

3V

(
N∑
i=1

p2
i

mi
+

N∑
i=1

Fi · ri

)
− Peq

}
(252)

を得る. 運動方程式 (241)-(246) あるいは (247)-(252)にしたがって時間発展させることにより, 定温定圧アン

サンブルの分子動力学シミュレーションを行うことができる. ここでも, 粒子の運動量と体積にフィードバッ

クがかかってそれぞれ温度と圧力を制御していることがわかる. 物理系の瞬間温度

T (t) =
1

gkB

N∑
i=1

p2
i

mi
(253)

を用いて式 (249), (250)を書き換えると,

d

dt

(
ṡ

s

)
=

gkB
Q

(T (t)− Teq) (254)

を得る. ここで ṡ/sは式 (248)において, 運動量に対する抵抗係数のような働きをする. 瞬間温度 T (t)が設定

温度 Teq より高い時, pi は減少する方向に値が変化し, 温度を低くする. 一方で, 瞬間温度 T (t)が設定温度 Teq

より低い時, pi は増加する方向に値が変化し, 温度を高くする. また, 瞬間圧力

P (t) =
1

3V

(
N∑
i

p2
i (t)

mi
+

N∑
i

Fi(t) · ri(t)

)
(255)

を用いて, 式（252)を書き換えると,
dpV
dt

= s (P (t)− Peq) (256)

を得る. 瞬間圧力 P (t)が設定圧力 Peq より高い時, 体積 V が膨張する方向に値が変化して圧力を下げる. 瞬間

圧力 P (t)が設定圧力 Peq より低い時, 体積 V が圧縮する方向に値が変化して圧力は高める. このように瞬間

温度と瞬間圧力から粒子の運動量と系の体積にフィードバックをかけることで, 設定温度 Teq と設定圧力 Peq

を達成する.
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5.2 定温定圧アンサンブルが実現することの証明

ハミルトニアン HNA は一定値 E をとり, 拡張系全体ではミクロカノニカルアンサンブルになる. そのため,

拡張系全体の分配関数は

Y =

∫ ∞

0

ds

∫ ∞

−∞
dps

∫ ∞

0

dV

∫ ∞

−∞
dpV

∫
dr̃′
∫

dp̃′

× δ

{
H0

(
V

1
3 r̃′,

p̃′

sV
1
3

)
+

p2s
2Q

+ gkBTeq ln s+
p2V
2W

+ PeqV − E

}
(257)

ここで, 仮想系の変数から物理系の変数へと変数変換 ri = V
1
3 r̃′i, pi = p̃′

i/V
1
3 を行う. r̃′i, p̃

′
i の微分が

dr̃′dp̃′ = s3Ndrdp (258)

であることから, 分配関数は,

Y =

∫ ∞

0

ds

∫ ∞

−∞
dps

∫ ∞

0

dV

∫ ∞

−∞
dpV

∫
dr

∫
dp

× s3Nδ

{
H0 (r,p) +

p2s
2Q

+ gkBTeq ln s+
p2V
2W

+ PeqV − E

}
(259)

とかける. ここでディラックのデルタ関数 δ(x)に関する恒等式

δ (f(s)) =
δ(s− s0)

|f ′(s)|
但し f(s0) = 0 (260)

を適用する. 今の場合,

f(s) = H0 (r,p) +
p2s
2Q

+ gkBTeq ln s+
p2V
2W

+ PeqV − E (261)

であるので, f(s) = 0となるような s(≡ s0)は

s0 = exp

E −H0 (r,p)− p2
s

2Q −
p2
V

2W − PeqV

gkBTeq

 (262)

である. さらに, f ′(s) = gkBTeq/sであるので, 分配関数中の sに関する積分を実行すると

Y =

∫ ∞

0

ds

∫ ∞

−∞
dps

∫ ∞

0

dV

∫ ∞

−∞
dpV

∫
dr

∫
dp

s3N+1

gkBTeq
δ(s− s0)

=

∫ ∞

−∞
dps

∫ ∞

0

dV

∫ ∞

−∞
dpV

∫
dr

∫
dp

× 1

gkBTeq
exp

[
3N + 1

gkBTeq

{
E −H0 (r,p)−

p2s
2Q
− p2V

2W
− PeqV

}]
(263)

となる. g = 3N + 1とすると

Y =

∫ ∞

−∞
dps

∫ ∞

−∞
dpV

1

gkBTeq
exp

E − p2
s

2Q −
p2
V

2W

kBTeq


×
∫ ∞

0

dV

∫
dr

∫
dp exp

{
−H0 (r,p) + PeqV

kBTeq

}
(264)

29



式 (264)の 1行目は ps, pV についてガウス積分することが可能なので定数となる. したがって, 仮想時間 t′ で

平均する場合には g = 3N + 1とするれば, 定温定圧アンサンブルを得られる. 実時間 tでサンプルする場合に

は, g = 3N とすることで定温定圧アンサンブルを得ることができる. これは, 能勢・Hoover熱浴の時と同様

の方法で示すことができる.

5.3 能勢・Andersenの方法の時間発展

能勢・Andersenの方法を使って温度・圧力を制御するアルゴリズムを使用するには, シミュレーションセル

の 1辺の長さ L = V
1
3 でスケールした座標 r̃i と運動量 p̃i を用いると便利である. スケールした座標 r̃i と運

動量 p̃i を使って能勢・Andersenの運動方程式 (241)-(246) あるいは (247)-(252) を書き換え, さらに熱浴粒

子の運動方程式を Hoover形式に書き直すと,

dr̃i
dt

=
p̃i

miV
2
3

(265)

dp̃i

dt
= V

1
3Fi − ζp̃i (266)

dV

dt
= s

pV
W

(267)

dpV
dt

= s

{
1

3V

(
N∑
i=1

p̃2
i

miV
2
3

+

N∑
i=1

Fi · ri

)
− Peq

}
(268)

dη

dt
= ζ (269)

dζ

dt
=

1

Q

(
N∑
i=1

p̃2
i

miV
2
3

− gkBTeq

)
(270)

となる. ただし,

ln s = η (271)

ri = V
1
3 r̃i (272)

の関係があることに注意する. 運動方程式 (265)-(270) より, 位相空間は (r̃,p̃,V ,pV ,η,ζ)で張られる. ある物

理量 A(r̃, p̃, V, pV , η, ζ)の時間発展を記述する演算子 D を

Ȧ(r̃, p̃, V, pV , η, ζ) = DA (273)

D ≡
N∑
i=1

dr̃i
dt
· ∂

∂r̃i
+

N∑
i=1

dp̃i

dt
· ∂

∂p̃i
+

dV

dt

∂

∂V
+

dpV
dt

∂

∂pV
+

dη

dt

∂

∂η
+

dζ

dt

∂

∂ζ
(274)

のように導入すると, 微分方程式の形式解は

A(t+∆t) = eD∆tA(t) (275)
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とかける. このままでは時間発展演算子 eD∆t は数値積分できない. そこで, 運動方程式 (265)-(270) を式

(274)に代入する.

D =

N∑
i=1

p̃i

miV
2
3

· ∂

∂r̃i
+

N∑
i=1

(
V

1
3Fi − ζp̃i

)
· ∂

∂p̃i
+ s

pV
W

∂

∂V

+ s

{
1

3V

(
N∑
i=1

p̃2
i

miV
2
3

+

N∑
i=1

Fi · ri

)
− Peq

}
∂

∂pV
+ ζ

∂

∂η

+
1

Q

(
N∑
i=1

p̃2
i

miV
2
3

− gkBTeq

)
∂

∂ζ
(276)

続いて, 演算子 D を以下のように分割する.

D = D1 +D2 +D3 +D4 +D5 (277)

D1 =

N∑
i=1

p̃i

miV
2
3

· ∂

∂r̃i
+ s

N∑
i=1

p̃2
i

3miV
5
3

∂

∂pV
(278)

D2 = s
pV
W

∂

∂V
(279)

D3 = V
1
3

N∑
i=1

Fi ·
∂

∂p̃i
+ s

(
1

3V

N∑
i=1

Fi · ri − Peq

)
∂

∂pV
(280)

D4 = ζ
∂

∂η
− ζ

N∑
i

p̃i ·
∂

∂p̃i
(281)

D5 =
1

Q

(
N∑
i=1

p̃2
i

miV
2
3

− gkBTeq

)
∂

∂ζ
(282)

演算子 D を 5つに分割したのに対応して, 鈴木・トロッター展開を用いて時間発展演算子 eD∆t を

eD∆t = eD5
∆t
2 eD4

∆t
2 eD3

∆t
2 eD2

∆t
2 eD1∆teD2

∆t
2 eD3

∆t
2 eD4

∆t
2 eD5

∆t
2 +O

(
(∆t)3

)
(283)
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と分割する. 各時間発展演算子による位相空間の時間発展は以下の通りとなる.

eD1∆t


r̃i(t)
p̃i(t)
V (t)
pV (t)
η(t)
ζ(t)

 =



r̃i(t) +
p̃i(t)

miV
2
3
∆t

p̃i(t)
V (t)

pV (t) + s
∑N

i=1
p̃2
i (t)

3miV
5
3
∆t

η(t)
ζ(t)


(284)

eD2∆t


r̃i(t)
p̃i(t)
V (t)
pV (t)
η(t)
ζ(t)

 =


r̃i(t)
p̃i(t)

V (t) + spV

W ∆t
pV (t)
η(t)
ζ(t)

 (285)

eD3∆t


r̃i(t)
p̃i(t)
V (t)
pV (t)
η(t)
ζ(t)

 =



r̃i(t)

p̃i(t) + V
1
3Fi(t)∆t

V (t)

pV (t) + s
(

1
3V

∑N
i Fi(t) · ri(t)− Peq

)
∆t

η(t)
ζ(t)


(286)

eD4∆t


r̃i(t)
p̃i(t)
V (t)
pV (t)
η(t)
ζ(t)

 =


r̃i(t)

p̃i(t)e
−ζ∆t

V (t)
pV (t)

η(t) + ζ∆t
ζ(t)

 (287)

eD5∆t


r̃i(t)
p̃i(t)
V (t)
pV (t)
η(t)
ζ(t)

 =



r̃i(t)
p̃i(t)
V (t)
pV (t)
η(t)

ζ(t) + 1
Q

(∑N
i=1

p̃2
i

miV
2
3
− gkBTeq

)
∆t


(288)
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以上で得られた時間発展演算子を式 (283)の順に作用させることで以下の時間発展アルゴリズムを得る.

ζ ← ζ +
1

Q

(
N∑
i=1

p̃2
i

miV
2
3

− gkBTeq

)
∆t

2
(289)

η ← η + ζ
∆t

2
(290)

s ← eη (291)

p̃i ← p̃ie
−ζ ∆t

2 (292)

p̃i ← p̃i + V
1
3Fi

∆t

2
(293)

pV ← pV + s

(
1

3V

N∑
i=1

Fi · ri − Peq

)
∆t

2
(294)

V ← V + s
pV
W

∆t

2
(295)

r̃i ← r̃i +
p̃i

miV
2
3

∆t (296)

pV ← pV + s

N∑
i=1

p̃2
i

3miV
5
3

∆t (297)

V ← V + s
pV
W

∆t

2
(298)

p̃i ← p̃i + V
1
3Fi

∆t

2
(299)

pV ← pV + s

(
1

3V

N∑
i=1

Fi · ri − Peq

)
∆t

2
(300)

η ← η + ζ
∆t

2
(301)

s ← eη (302)

p̃i ← p̃ie
−ζ ∆t

2 (303)

ζ ← ζ +
1

Q

(
N∑
i=1

p̃2
i

miV
2
3

− gkBTeq

)
∆t

2
(304)
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6 温度・圧力制御: Martyna・Tobias・Klein(MTK)の運動方程式

前章では, 仮想時間・スケールされた座標による運動方程式を考えてきた. ここでは Martyna・Tobias・

Klein によって提案された, 現実時間・非スケール座標による運動方程式を考える [16]. Andersen の運動方

程式

dr̃i
dt

=
∂HA

∂p̃i
=

p̃i

miV
2
3

(305)

dp̃i

dt
= −∂HA

∂r̃i
= −∂U

∂r̃i
= V

1
3Fi (306)

dV

dt
=

∂HA

∂pV
=

pV
W

(307)

dpV
dt

= −∂HA

∂V
=

1

3V

(
N∑
i=1

p̃2
i

miV
2
3

+

N∑
i=1

Fi · ri

)
− Peq (308)

をスケールをしていないデカルト座標で書き直すため, 次の変換を考える:

r̃i = V −1/3ri (309)

˙̃ri = V −1/3ṙi −
1

3
V −4/3V̇ ri (310)

p̃i = V
1
3pi (311)

˙̃pi = V 1/3ṗi −
1

3
V −2/3V̇ pi (312)

アンダーセンの運動方程式 (305)–(308)に代入すると,

ṙi =
pi

mi
+

1

3

V̇

V
ri (313)

ṗi = Fi −
1

3

V̇

V
pi (314)

V̇ =
pV
W

(315)

˙pV =
1

3V

(
N∑
i=1

p2
i

mi
+

N∑
i=1

Fi · ri

)
− Peq (316)

となる. V̇ /V の繰り返しを避けるために

ϵ ≡ 1

3
ln

V

V0
(317)

を導入する. V0 は参照体積であり, 例えば t = 0における体積を設定する. ϵに対する運動量 pϵ は

ϵ̇ =
pϵ
W

=
V̇

3V
(318)

によって定義される. 便利のため空間の次元を dとおいて,

ϵ =
1

d
ln

V

V0
, pϵ =

V̇

dV
(319)
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とすると dに対する運動方程式

ṙi =
pi

mi
+

pϵ
W

ri (320)

ṗi = Fi −
pϵ
W

pi (321)

V̇ =
dV pϵ
W

(322)

˙pV = dV (Pint − Peq) (323)

となる. しかしながら, この運動方程式は正しいアンサンブルを生成しない. Martyna[16]らは運動量を次のよ

うにスケールすることを提案した:

ṗi = F̃i −
(
1 +

d

Nf

)
pϵ
W

pi (324)

ṗϵ = dV (Pint − Peq) +
d

Nf

N∑
i=1

p2
i

mi
(325)

ここで Nf は拘束条件を差し引いた自由度で拘束条件の数 Nc を用いて (dN −Nc)で定義される. F̃i は拘束

力を含めた原子 iに加わる力である. この運動方程式に, 能勢・Hooverの熱浴を組み合わせることで定温定圧

アンサンブルを実現できる.

7 温度・圧力制御: 能勢・Poincaré・Andersenの方法

7.1 ハミルトニアンと運動方程式

能勢・ポアンカレ熱浴とアンダーセンの方法を組み合わせることで, 温度・圧力一定のシンプレクティック

分子動力学法を実現することができる [17]. 能勢・ポアンカレ・アンダーセンの方法におけるハミルトニアン

は以下のように書ける:

HNPA = s

[
N∑
i=1

p̃′2
i

2mis2V
2
3

+ U(V
1
3 r̃) +

p2s
2Q

+ gkBTeq ln s+
p2V
2W

+ PeqV −H0

]
(326)

= s [HNA(r̃, p̃, s, ps, V, pV )−H0] (327)

ここでH0 はハミルトニアンHNPA の初期値である. ハミルトンの正準方程式は以下のように導かれる:

˙̃ri =
p̃′
i

misV
2
3

(328)

˙̃p′
i = sV

1
3Fi (329)

ṡ = s
ps
Q

(330)

ṗs =

N∑
i=1

p̃′2
i

mis2V
2
3

− gkBTeq (331)

V̇ = s
pV
W

(332)

˙pV = s

[
1

3V

(
N∑
i=1

p̃′2
i

mis2V
2
3

+

N∑
i=1

Fi · ri

)
− Peq

]
(333)

なお, ここでもハミルトニアンが保存量であること (HNA − H0 = 0) を用いている. また, 運動方程式

(328)–(333)は変数変換を施すことによって, 能勢・アンダーセンの運動方程式 (247)–(252)を得られることが

確認できる.

35



7.2 時間発展アルゴリズム

ハミルトニアンHNPA による時間発展アルゴリズムを導くためにHNPA を次のように 4分割する:

HNPA = HNPA1 +HNPA2 +HNPA3 +HNPA4 (334)

HNPA1 = s

(
N∑
i=1

p̃′2
i

2mis2V
2
3

+ gkBTeq ln s−H0

)
(335)

HNPA2 = s
p2V
2W

(336)

HNPA3 = s
{
U(V

1
3 r̃) + PeqV

}
(337)

HNPA4 = s
p2s
2Q

(338)

次に, 各ハミルトニアンによる時間発展を考える. ある物理量 Aの時間微分から演算子 D を

dA

dt
=

(
N∑
i=1

˙̃ri
∂

∂r̃i
+

N∑
i=1

˙̃p′
i

∂

∂p̃′
i

+ ṡ
∂

∂s
− ṗs

∂

∂ps
+ V̇

∂

∂V
− ˙pV

∂

∂pV

)
A (339)

≡ DA (340)

のように定義する. さらに運動方程式 (328)–(333)を考慮すると, 演算子 D は

D =

N∑
i=1

∂HNPA

∂p̃′
i

∂

∂ri
−

N∑
i=1

∂HNPA

∂r̃i

∂

∂p̃′
i

+
∂HNPA

∂ps

∂

∂s
− ∂HNPA

∂s

∂

∂ps
+

∂HNPA

∂pV

∂

∂V
− ∂HNPA

∂V

∂

∂pV
(341)

である. さらに, 時間発展演算子は, 例えば, 以下のように分割することができる:

eD∆t = eDHNPA4
∆t
2 eDHNPA3

∆t
2 eDHNPA2

∆t
2 eDHNPA1

∆teDHNPA2
∆t
2 eDHNPA3

∆t
2 eDHNPA4

∆t
2 +O((∆t)3) (342)

分割したハミルトニアンそれぞれについて, 対応する演算子 D を書き下すと

DHNPA1
=

p̃′
i

misV
2
3

∂

∂ri
+

(
N∑
i=1

p̃′2
i

2mis2V
2
3

− gkBTeq ln s+H0 − gkBTeq

)
∂

∂ps

+

N∑
i=1

p̃′2
i

3misV
5
3

∂

∂pV
(343)

DHNPA2
=− p2V

2W

∂

∂ps
+ s

pV
W

∂

∂V
(344)

DHNPA3
=sV

1
3Fi

∂

∂p̃′
i

−
[
U(V

1
3 r̃) + PeqV

] ∂

∂ps
+ s

(
1

3V

N∑
i=1

Fi · ri − Peq

)
∂

∂pV
(345)

DHNPA4 =s
ps
Q

∂

∂s
− p2s

2Q

∂

∂ps
(346)

となる. 各演算子を位相空間に作用させると
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DHNPA1
r̃i =

p̃′
i

misV
2
3

(347)

DHNPA1
ps =

N∑
i=1

p̃′2
i

2mis2V
2
3

− gkBTeq ln s+H0 − gkBTeq (348)

DHNPA1
pV =

N∑
i=1

p̃′2
i

3misV
5
3

(349)

DHNPA2
ps = − p2V

2W
(350)

DHNPA2V = s
pV
W

(351)

DHNPA3 p̃
′
i = sV

1
3Fi (352)

DHNPA3
ps = −

[
U(V

1
3 r̃) + PeqV

]
(353)

DHNPA3
pV = s

(
1

3V

N∑
i=1

Fi · ri − Peq

)
(354)

DHNPA4
s = s

ps
Q

(355)

DHNPA4
ps = − p2s

2Q
(356)

となる. 式 (342)の順に位相空間に時間発展演算子を作用させることで, 定温定圧アンサンブルにおけるシン

プレクティックな時間発展アルゴリズムを得る:

■Step 1: eDHNPA4
∆t
2 による時間発展

s ← s

(
1 +

ps
2Q

∆t

2

)2

(357)

ps ←
ps

1 + ps

2Q
∆t
2

(358)

■Step 2: eDHNPA3
∆t
2 による時間発展

p̃′
i ← p̃′

i + sV
1
3Fi

∆t

2
(359)

ps ← ps −
[
U(V

1
3 r̃) + PeqV

] ∆t

2
(360)

pV ← pV + s

(
1

3V

N∑
i=1

Fi · ri − Peq

)
∆t

2
(361)

■Step 3: eDHNPA2
∆t
2 による時間発展

ps ← ps −
p2V
2W

∆t

2
(362)

V ← V + s
pV
W

∆t

2
(363)
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■Step 4: eDHNPA1
∆t による時間発展

r̃i ← r̃i +
p̃′
i

misV
2
3

∆t (364)

ps ← ps +

(
N∑
i=1

p̃′2
i

2mis2V
2
3

− gkBTeq ln s+H0 − gkBTeq

)
∆t (365)

pV ← pV +

N∑
i=1

p̃′2
i

3misV
5
3

∆t (366)

■Step 5: eDHNPA2
∆t
2 による時間発展

ps ← ps −
p2V
2W

∆t

2
(367)

V ← V + s
pV
W

∆t

2
(368)

■Step 6: eDHNPA3
∆t
2 による時間発展

p̃′
i ← p̃′

i + sV
1
3Fi

∆t

2
(369)

ps ← ps −
[
U(V

1
3 r̃) + PeqV

] ∆t

2
(370)

pV ← pV + s

(
1

3V

N∑
i=1

Fi · ri − Peq

)
∆t

2
(371)

■Step 7: eDHNPA4
∆t
2 による時間発展

s ← s

(
1 +

ps
2Q

∆t

2

)2

(372)

ps ←
ps

1 + ps

2Q
∆t
2

(373)
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