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本章では, まずはじめにマルコフ連鎖モンテカルロ法の基礎を述べる. 続いて, 拡張アンサンブル法について

解説する.

1 マルコフ連鎖モンテカルロ法

まずはじめに, マルコフ連鎖モンテカルロ法の基礎について述べる. マルコフ連鎖とは, 次の状態 j をとる確

率が直前の状態 iのみで決定されるようにして状態を変化させていく過程のことをいう.

ここでは n個の状態を持つ系を考えることにする. 状態 iは重み wi をもち, 確率 P (i → j)で状態 j に遷移

する. ここで, 状態 iから状態 j への確率流 v(i → j)を次のように定義する.

v(i → j) = wiP (i → j) (1)

定常状態を実現するには, 系は釣り合い条件

n∑
i=1

v(i → j) =

n∑
i=1

v(j → i) (2)

を満たさなければならない. 式 (2)を満たすような確率流 v(i → j)にしたがって状態を遷移させることで, 必

要なアンサンブル (例えば, カノニカルアンサンブルや定温定圧アンサンブル)を得ることができる.

メトロポリス法や熱浴法は, 式 (2)の十分条件である詳細釣り合い条件

v(i → j) = v(j → i) (3)

を満たすようなアルゴリズムである. メトロポリスの方法では, 状態 iから状態 j への確率流と遷移確率は次

のように与えられる.

v(i → j) =
1

n− 1
min (wi, wj) , j ̸= i (4)

P (i → j) =
v(i → j)

wi
=

1

n− 1
min

(
1,

wj

wi

)
, j ̸= i (5)

ここで, 係数 1/(n− 1) は状態 iを除く n− 1個の状態の中からランダムに状態 j を選ぶことに由来している.

一方で, 熱浴法では状態 iから状態 j への確率流と遷移確率は次のように与えられる.

v(i → j) =
wiwj∑n
k=1 wk

, ∀i, j (6)

P (i → j) =
v(i → j)

wi
=

wj∑n
k=1 wk

, ∀i, j (7)

メトロポリス法と熱浴法の確率流の計算の模式図を図 ??, 図 ??に示す. 図からわかるように, これらの方法で

は同じ状態に留まる確率流 v(i → i)が存在する. v(i → i)が大きいほど状態を遷移させることができないた
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め, マルコフ連鎖モンテカルロシミュレーションとしては非効率になってしまう.

続いて, 諏訪・藤堂の方法について説明する. 諏訪・藤堂の方法は詳細釣り合い条件 (3)を破っており, 釣り

合い条件 (2)のみ満たすアルゴリズムである. 諏訪・藤堂のアルゴリズムは図 ??に示した通り, 以下の手続き

で説明される. ここでの手続きは, wj の容量を持つ箱 j に, もともと箱 iを満たしていた液体 iを流し込むよ

うな操作である. 状態 iの重み wi は箱 iの容量, 状態 iから状態 j への確率流 v(i → j)は箱 iから箱 j に移す

液体の量に対応する.

Step 1 もっとも大きい重みを持つ状態を選ぶ. もし, もっとも大きい重みを持つ状態が 2つ以上あった場合,

そのうちの 1つを選ぶ. ここでは, 状態 1がもっとも大きい重み w1 を持つと仮定する. このような

仮定をしても, 一般性は失われない.

Step 2 液体 1 を可能な限り箱 2 に移す. 箱 2 に移される液体の量は v(1 → 2) である. もし, 液体 1 がま

だ残っているならば, さらに次の箱 3 に可能な限り液体 1 を移す. 次の箱へ液体 1 を流し込む操作

を, 全ての液体 1が移動されるまで続ける. 最後に液体 1が注がれた箱を k とする. ここでは確率流

v(1 → 2), . . . , v(1 → k)を得る.

Step 3 次に液体 2を, 部分的に液体が入っている箱 kに可能な限り注ぐ. もし, 箱 kが満杯になったら, 続い

て箱 k + 1に液体 2を注ぐ. すべての液体 2が他の箱 k + 1, . . . , 箱 lに移すまで操作を続ける. ここ

では確率流 v(2 → k),　 . . . , v(2 → l)を得る.

Step 4 他の液体についても順次, 次の箱に液体を流し込む操作を行う. もし最後の箱 n が一杯になってし

まったら, 一番初めの箱 1を残りの液体で埋める. 以上のようにしてすべての液体を他の箱に移すこ

とができる.

以上の操作で得られる確率流 v(i → j)を式で表すと,

v(i → j) = max (0,min (∆ij , wi + wj −∆ij , wi, wj)) (8)

となる. ただし,

∆ij ≡ Si − Sj−1 + w1

Si ≡
i∑

k=1

wk

S0 ≡ Sn

と定義した. 式 (8)を使うことで, 遷移確率 P (i → j) = v(i → j)/wi を得ることができる. ここで, 諏訪・藤

堂の方法での遷移確率を議論する. 状態 iから状態 i, つまりリジェクトされるような確率流は

v(i → i) =

{
max(0, 2w1 − Sn), i = 1

0, i ≥ 2
(9)

と計算される. この式は, w1 ≤ Sn/2のとき, リジェクト率は 0であることを意味している. したがって, 諏訪・

藤堂の方法はリジェクト率を最小化するため, 効率的にシミュレーションを行うことができる. ここで, 系の状

態の数が 2つ (n = 2)のとき, 諏訪・藤堂の方法はメトロポリスの方法と等価な方法になることに注意する.
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2 マルチカノニカル法

カノニカルアンサンブルシミュレーションでは, ボツルマン因子 exp[−β0U ]に基づいたサンプリングを実現

する. ポテンシャルエネルギー U の確率分布は,

PNV T (U) = n(U) exp[−β0U ] (10)

である. ここで, β0 = 1/kBT0, kB はボルツマン定数, T0 はシミュレーションの温度, n(U)は状態密度である.

状態密度は本来, 体積 V と粒子数 N にも依存するが, カノニカルシミュレーションでは体積・粒子数ともに一

定であるので, 省略することができる. 状態密度は U の増加に伴って急激に増加する関数であり, 一方でボル

ツマン因子 exp[−β0U ]は減少する関数のため, 確率分布はベル型の分布をしている. このため, 特に低温にお

けるシミュレーションでは限られたポテンシャルエネルギー空間からしかサンプルすることができない.

この問題を解決するためにマルチカノニカル法 [1, 2, 3, 4]が提案されている. マルチカノニカル法では, ポ

テンシャルに関して平坦な確率分布 (一様分布)に基づいたシミュレーションを実行する. 平坦なポテンシャル

分布 PMUCA(U)は, 状態密度 n(U)と非ボルツマン重み因子WMUCA(U)の積でかかれる.

PMUCA(U) = n(U)WMUCA(U)

= n(U) exp[−β0UMUCA(U ; T0)] = constant,
(11)

ここで, T0 は参照温度であり, β0 はその逆温度, UMUCA はマルチカノニカルポテンシャルエネルギーである.

マルチカノニカルポテンシャルエネルギーは, 元々のポテンシャルエネルギーからのずれ δU(U)を用いて

UMUCA(U ;T0) = U + δU(U) (12)

と書くこともできる. また, 式 (11)より, 重み因子WMUCA(U)は状態密度 n(U)に逆比例することがわかる.

この非ボルツマン因子に基づく統計アンサンブルでは, ポテンシャルエネルギー空間上のランダムウォークが

実現するため, エネルギー極少状態に留まりにくくなる. そのため, 効率的に構造をサンプルすることが可能で

ある.

2.1 マルチカノニカルMC法

マルチカノニカルMCシミュレーションを実行するには, メトロポリス法の重み因子としてWMUCA(U)を

用いる. ポテンシャルエネルギー U を持つ状態 xから, ポテンシャルエネルギー U ′ を持つ状態 x′ への遷移確

率は,

P (x → x′) =
1

WMUCA(U)
min [WMUCA(U), WMUCA(U

′)] (13)

= min

[
1,

WMUCA(U
′)

WMUCA(U)

]
(14)

= min [1, exp {−β0(UMUCA(U
′;T0)− UMUCA(U ;T0)}] (15)

= min [1, exp {−β0∆UMUCA}] (16)

と計算される.

2.2 マルチカノニカルMD法

マルチカノニカル分子動力学シミュレーションを実行するには, ハミルトニアンのポテンシャルエネルギー

としてマルチカノニカルポテンシャルエネルギーを使用する. 例えば, 能勢の熱浴を使用する場合, ハミルトニ
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アンは

HNose−MUCA =

N∑
i=1

p′2
i

2mis2
+ U(r) +

p′2s
2Q

+ gkBTeq ln s+ δU(U(r)) (17)

となる. このハミルトニアンから正準方程式により運動方程式を導く. 実時間 tでの時間発展方程式は,

dri
dt

=
pi

mi
(18)

dpi

dt
=

(
1 +

∂δU

∂U

)
Fi −

ṡ

s
pi (19)

ds

dt
= s

ps
Q

(20)

dps
dt

=

N∑
i=1

pi
2

mi
− gkBTeq (21)

である. この運動方程式 (18)–(21) にしたがって時間発展させることで, マルチカノニカル MD シミュレー

ションを行うことができる.

2.3 再重法: 単ヒストグラム再重法

任意の物理量 Aの温度 T における平均値 ⟨A⟩T を考える. ここで, 物理量 Aは運動量に依存しないとする.

厳密な状態密度 (あるいはマルチカノニカル重み因子)がわかっている場合, 温度 T における物理量 A(U)の

期待値は

⟨A⟩T =

∫
dU A(U)n(U)e−βU∫

dU n(U)e−βU
(22)

あるいは状態が離散化されている場合は,

⟨A⟩T =

∑
U A(U)n(U)e−βU∑

U n(U)e−βU
(23)

と計算される.

しかし, 一般的には系の厳密な状態密度は事前に分からない. マルチカノニカルシミュレーションでは, 短い

シミュレーションを繰り返し実行することでマルチカノニカル重み因子WMUCA を前もって決定しておき, そ

の重み因子に基づいてシミュレーションを行う. 長いマルチカノニカルシミュレーションを実行した後, 単ヒ

ストグラム再重法 [5]によって状態密度 n(U)の最適解を得ることができる:

n(U) =
HMUCA(U)

WMUCA(U)
= HMUCA(U) exp [β0UMUCA(U)] (24)

ここで, HMUCA(U)はマルチカノニカルシミュレーションから得られたポテンシャルエネルギー U に関する

ヒストグラムである.

3 焼き戻し法

焼き戻し法では温度を動的変数として扱い, 温度に関する一様分布を実現させる. したがってシミュレーショ

ン中に座標と運動量だけでなく, 温度が変更されていく.

焼き戻し法では, 重み関数
WST(U ; T ) ≡ exp{−βU + f(T )} (25)
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に比例した確率で各状態を発生させる. ここで, f(T )は温度の一様分布が得られるように導入された関数であ

る. つまり, 以下の式が成り立つように決定される:

PST(T ) =

∫
dU n(U)WST(U ; T )

=

∫
dU n(U) exp{−βU + f(T )} = constant.

(26)

したがって, f(T )は形式的に

f(T ) ∝ − ln

[∫
dUn(U)e−βU

]
(27)

と求められる. f(T )は無次元化されたヘルムホルツのの自由エネルギーに対応する.

実際のシミュレーションでは温度を離散化する. ここではM 個の温度を使用すると考える. それぞれの温度

を T1 < T2 < . . . < TM の順になっているとしても一般性は変わらない. ある温度に対する無次元化されたヘ

ルムホルツの自由エネルギー fm ≡ f(Tm)を用いると, 焼き戻し法の重み因子は,

WST(U ; Tm) ≡ exp{−βU + fm} (28)

である. したがって無次元化されたヘルムホルツの自由エネルギーは

f(Tm) ∝ − ln

[∫
dUn(U)e−βmU

]
(29)

とかける. 焼戻しシミュレーションは以下の手順で実行される.

1. ある温度 Tm を持つ重み因子 e−β0U に基づいて, モンテカルロあるいは分子動力学シミュレーションを

実行する.

2. 状態を固定したまま, 温度 Tm をあらたな値 (Tn に更新する. 通常, 温度交換の受諾率を高めるために,

隣の温度 n = m± 1に更新することを試す. パラメータの遷移確率は多くの場合メトロポリスの方法を

用いて計算される. サンプリング効率を向上させるために熱浴法, 諏訪・藤堂の方法を用いる方法も提

案されている.

4 レプリカ交換法

続いて, カノニカルアンサンブルにおけるレプリカ交換法 [6]を説明する. ここでは N 個の粒子を持つ系を

考える. レプリカ交換法では, 互いに相互作用をしない, 系のコピー (レプリカ)をM 個用意する. 各レプリカ

は, それぞれ異なる温度 Tm (m = 1, 2, . . . ,M) でのカノニカルアンサンブルを実現している. レプリカ交換法

では, 温度とレプリカは 1対 1に対応している. したがって, レプリカラベル i (i = 1, . . . ,M) と温度ラベル

m (m = 1, 2 . . . ,M)は置換関係にある. {
i = i(m) ≡ f(m)

m = m(i) ≡ f−1(i)
(30)

ここで, f(m) は温度ラベルからレプリカラベルへの置換関数, f−1(i)はレプリカラベルから温度ラベルへの置

換関数である. レプリカ交換法における状態 Xα を以下のように, 温度ラベルとレプリカラベルの組み合わせ
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で表す.

Xα =
[
x
[i(1)]
1 , x

[i(2)]
2 , . . . , x

[i(M)]
M

]
(31)

=
[
x
[1]
m(1), x

[2]
m(2), . . . , x

(M)
m(M)

]
(32)

したがって, 状態 Xα はM 個のレプリカによって指定される. ここで, 各レプリカの状態は座標と運動量の組

み合わせ
x[i]
m ≡ (q[i], p[i])m (33)

で指定される. 状態 x
[i]
m のハミルトニアンHは系の運動エネルギーK とポテンシャルエネルギー U を用いて

H(x[i]
m) = K(p[i]m) + U(q[i]m) (34)

とかける. 温度 Tm におけるカノニカルアンサンブルでは, 各状態 x
[i]
m の重みはボルツマン因子

wB = exp[−βmH(x[i]
m)] (35)

で計算することができる. ここで, kB はボルツマン定数, βm = 1/kBTm は逆温度である. 各レプリカは相互

作用をしないので, 状態 Xα の重み因子は, 各レプリカ iのボルツマン因子の積

wR(Xα) =

M∏
i=1

exp[−βm(i)H(x
[i]
m(i))] (36)

=

M∏
m=1

exp[−βmH(x[i(m)]
m )] (37)

で与えられる.

レプリカ交換法では, シミュレーションの途中に温度 Tm を持つレプリカ i = f(m)と温度 Tn を持つレプリ

カ j = f(n)の温度を交換することを考える. つまり, 状態を以下のように変化させる.

Xα = [. . . , x[i]
m, . . . , x[j]

n , . . . ] → Xβ = [. . . , x[j′]
m , . . . , x[i′]

n , . . . ] (38)

いま, 新しい置換関数 f ′

j′ ≡ f ′(m) = j (39)

i′ ≡ f ′(n) = i (40)

を導入した. 2つのレプリカ間の温度交換の確率流はメトロポリスの方法を用いて計算される. 式 (4)より

v(Xα → Xβ) = Cmin(wR(Xα), wR(Xβ)) (41)

となる. また, 遷移確率は

P (Xα → Xβ) = Cmin

(
1,

wR(Xβ)

wR(Xα)

)
(42)

と計算される. ここで, C = 1/MC2 である. 各レプリカにおける各状態の更新がモンテカルロ法に基づく場

合は, 座標 q(ポテンシャルエネルギー U(q)) のみを考慮すればよいが, 分子動力学法に基づいて各状態を更

新する場合は運動量 p も考慮する必要がある. レプリカ交換分子動力学法では, 温度を交換するときに, 条件

⟨K(p
[i]
m)⟩Tm

= 3
2NkBTm を満たすように運動量を次のようにスケールする.

p[i
′]

n =

√
Tn

Tm
p[i]m, p[j

′]
m =

√
Tm

Tn
p[j]n (43)
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したがって, 遷移確率を計算する際に運動量エネルギーK は打ち消されるため, 重み因子は式 (37)の代わりに

wR(Xα) =

M∏
m=1

exp[−βmU(q[i(m)]
m )] (44)

を用いればよい. 遷移確率は具体的に次のように計算される.

P (Xα → Xβ) = Cmin(1, exp(−∆)) (45)

ここで, ∆は
∆ = (βm − βn)(U(q[j])− U(q[i])) (46)

で与えられる.

レプリカ交換シミュレーションは, 次の 2つのステップを交互に繰り返すことで実行される. その様子を模

式的に示したのが図??である.

Step 1: 各レプリカ独立に, 温度 Tm におけるカノニカルアンサンブルに従うモンテカルロあるいは 分子動力

学シミュレーションを実行する.

Step 2: 適当なステップごとに, 隣接した温度 Tm と Tm+1 に対応するレプリカ対 i, j 間で温度交換を試みる.

式 (45)を用いて遷移確率を計算し, 遷移確率にしたがってレプリカ間で温度を交換する.

レプリカ交換法における温度の設定は, どの隣合う温度対に対しても, アクセプト率が一定になるように分布

させる. 経験的に以下のように指数関数的に決定するとうまくいくことが多い. すなわち, m番目の温度を

Tm = T1

(
TM

T1

)m−1
M−1

(47)

で与える. ここで, T1 は最も低い温度, TM は最も高い温度である.

5 レプリカ置換法

続いてレプリカ置換法 [7]について説明していく. レプリカ置換法では, M 個すべてのレプリカ間で温度の

値を置換することを考える. つまり,

Xα =
[
x
[i(1)]
1 , . . . , x

[i(M)]
M

]
→ Xβ =

[
x
[j(1)]
1 , . . . , x

[j(M)]
M

]
(48)

あるいは
Xα =

[
x
[1]
m(1), . . . , x

(M)
m(M)

]
→ Xβ =

[
x
[1]
n(1), . . . , x

(M)
n(M)

]
(49)

と状態を遷移させる. ここで, i, j は温度ラベルからレプリカラベルへの置換関数, m, nはレプリカラベルから

温度ラベルへの置換関数である. レプリカ交換法では 2つのレプリカ間で温度を交換するだけであったが, レ

プリカ置換法では 2つ以上のレプリカ間で温度を置換させる. 温度とレプリカの組み合わせは, M !個だけある

ので, 状態を表す αや β は 1からM !の値をとる. 例として, 3つのレプリカを置換する場合の状態の候補を

表 1に示す.

レプリカ置換分子動力学法において温度置換が実行される時, 各レプリカの運動量を

p
[i]
n(i) =

√
Tn(i)

Tm(i)
p
[i]
m(i) (50)

とスケールする必要がある. したがってレプリカ置換法において各状態 Xα の重み因子は, 式 (44)を用いて計
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表 1: レプリカが 3つの場合のレプリカ置換状態ラベルの割り当ての例

状態ラベル α レプリカ 1 レプリカ 2 レプリカ 3

1 T1 T2 T3

2 T1 T3 T2

3 T2 T1 T3

4 T2 T3 T1

5 T3 T1 T2

6 T3 T2 T1

算することができる. レプリカ置換法では遷移確率を計算する際に, メトロポリスの方法を用いると遷移確率

P (Xα → Xβ)は非常に小さい値をとってしまう [7]. つまり, リジェクト率が非常に高くなってしまう. そこ

で, レプリカ置換法では, メトロポリスの方法に変わって諏訪・藤堂の方法を用いて遷移確率を計算する. 諏訪・

藤堂の方法はリジェクト率を最小化するためレプリカ置換に適したアルゴリズムである. 確率流 v(Xα → Xβ)

は, 式 (8)中の重み因子 wi を wR(Xα)に置き換えることで計算される. つまり,

v(Xα → Xβ) = max(0,min(∆αβ , wR(Xα) + wR(Xβ)−∆αβ , wR(Xα), wR(Xβ))) (51)

で与えられる. ただし,

∆αβ ≡ Sα − Sβ−1 + wR(X1) (52)

Sα ≡
α∑

β=1

wR(Xβ) (53)

S0 ≡ SM ! (54)

である. より一般的に, wR(Xγ) が最大の重みを持つとすると, 式 (52), (53)は

∆αβ ≡ Sα − Sβ−1 + wR(Xγ) (55)

Sα ≡



α∑
β=γ

wR(Xβ) for α ≥ γ

M !∑
β=γ

wR(Xβ) +

α∑
β=1

wR(Xβ) for α < γ

(56)

のように修正される.

レプリカ置換シミュレーションは, 次の手順で実行することができる.

Step 0: 表 1のように, 温度とレプリカラベルの組み合わせ全てに対して状態ラベル αを割りあてる.

Step 1: 各レプリカに温度を割り当てて, 各レプリカ独立に温度 Tm におけるカノニカルアンサンブルに従う

モンテカルロあるいは分子動力学シミュレーションを実行する.

Step 2: 適当なステップごとに, 諏訪・藤堂の方法を用いることで温度置換を試みる. 式 (44)と式 (51)を用

いることで, β = 1, . . . ,M !に対する遷移確率 P (Xα → Xβ) = v(Xα → Xβ)/w(Xα)を計算するこ

とができる. 遷移確率 P (Xα → Xβ)にしたがって, 状態 Xα から Xβ へとレプリカを置換させる.

Step 3: Step 1と Step 2を繰り返す.

レプリカ置換シミュレーションの様子を模式的にしたものを図??に示した. レプリカ置換法では 3つ以上のレ

プリカ間での入れ替わりや, 離れた温度への遷移が発生し, 効率的なシミュレーションを実現する.
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5.1 置換関数の構築方法

レプリカ置換法を実行するには, 置換関数を構築する必要がある. ここでは, 置換をどのようにすれば組み立

てることができるかを説明する. まず, M 個の要素を持つ置換 P
(M)
i を次のように定義する. 上付の添字は要

素の数を表す.

P
(M)
i ≡

[
σi(1), σi(2), σi(3), · · · , σi(M)

]
=

(
1, 2, 3, · · · , M

σi(1), σi(2), σi(3), · · · , σi(M)

)
. (57)

次に, 全ての置換の集合を次のように表す.

{
P (M)

}
≡



P
(M)
1

P
(M)
2

P
[M ]
3
...

P
(M)
M !


=



[
1, 2, 3, · · · , M

][
2, 1, 3, · · · , M

][
1, 3, 2, · · · , M

]
...[

M, M − 1, M − 2, · · · , 1
]


, (58)

ここで, {P (M)}はM !×M の行列である. M 個の要素を持つ置換の集合 {P (M)}は, 一つ要素の少ない置換

の集合 {P [M−1]}に基づいて構築することができる. 最初のステップは, {P (M−1)}にM 列目の要素として,

M を付け加えることである. すなわち,{
P (M)

}
M

≡
{
[P

(M−1)
i , M ]: for i = 1, · · · , (M − 1)!

}

=



[
1, 2, 3, · · · , M − 1, M

][
2, 1, 3, · · · , M − 1, M

][
1, 3, 2, · · · , M − 1, M

]
...[

M − 1, M − 2, M − 3, · · · , 1, M
]


, (59)

ここで, {P (M)}i の中括弧に対する下付きの添字 iは, 追加した数字M が i列目にいる置換の集合であること

を示す. ここで, 転置 τj,k を考える. この転置は, 置換 P
(M)
i の j 番目の列と k 番目の列を入れ替える. すな

わち,

τj,k
[
1, · · · , j, · · · , k, · · · , M

]
=
[
1, · · · , k, · · · , j, · · · , M

]
. (60)

となる. 次のステップは, {P (M)}M のM 列目について, 要素M が 1番目の列に降りてくるまで, 隣接する列

との転置を順次繰り返していくことである. つまり,{
P (M)

}
M−1

= τM−1,M

{
P (M)

}
M

,{
P (M)

}
M−2

= τM−2,M−1

{
P (M)

}
M−1

,

...{
P (M)

}
2

= τ2,3

{
P (M)

}
3
,{

P (M)
}
1

= τ1,2

{
P (M)

}
2
.

9



最終的にM 個の要素を持つ置換を次のように得ることができる.{
P (M)

}
=
{{

P (M)
}
i
: for i = M,M − 1, · · · , 1

}
. (61)
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5.2 部分置換の構築方法

レプリカ部分置換の構築方法について述べる [8]. M 個の要素を持つ部分置換関数 S
(M)
i を

S
(M)
i ≡

[
σi(1), σi(2), σi(3), · · · , σi(M)

]
=

(
1, 2, 3, · · · , M

σi(1), σi(2), σi(3), · · · , σi(M)

)
, (62)

とかく. ここで,

σi(l) =


l − 1, l, or l + 1 when 1 < l < M,

1 or 2 when l = 1,

M − 1 or M when l = M.

(63)

のように写像を限定した置換の集合を部分置換と定義する. レプリカ部分置換は, 置換関数の式 (57)と似てい

るが, 写像 σi(l)に制限課していることが特徴である. 部分置換の集合を{
S(M)

}
≡
{
S
(M)
i : for i = 1, · · · , N{S(M)}

}
, (64)

と定義する. ここで, N{S(M)} は {S(M)}に含まれる全置換数を表し, {S(M)}は N{S(M)} ×M の行列である.

M 個の要素を持つ部分置換 {S(M)}は, {S(M−1)}と {S(M−2)}から構築することができる:

{
S(M)

}
=


[
S
(M−1)
i , M

]
: for i = 1, · · · , N{S(M−1)}[

S
(M−2)
i , M, M − 1

]
: for j = 1, · · · , N{S(M−2)}

 (65)

ただし, {
S(1)

}
= [1],{

S(2)
}
=

{ [
1, 2

][
2, 1

] } .

例えばM = 3の場合, 部分置換は次のように構築することができる.{
[S

(M−1)
i , M ]: for i = 1, · · · , N{S(M−1)}

}
=

{ [
1, 2, 3

][
2, 1, 3

] } ,{
[S

(M−2)
j , M, M − 1]: for j = 1, · · · , N{S(M−2)}

}
=
{ [

1, 3, 2
] }

.

同様にして, M = 4の場合の部分置換を以下のようにして組み立てることができる.

{
[S

(M−1)
i , M ]: for i = 1, · · · , N{S(M−1)}

}
=


[
1, 2, 3, 4

][
2, 1, 3, 4

][
1, 3, 2, 4

]
 ,

{
[S

(M−2)
j , M, M − 1]: for j = 1, · · · , N{S(M−2)}

}
=

{ [
1, 2, 4, 3

][
2, 1, 4, 3

] } .

部分置換関数の数 N{S(M)} については, 明らかに次の漸化式を満たす.

N{S(M)} = N{S(M−1)} +N{S(M−2)} (66)

ただし, N{S(1)} = 1とN{S(2)} = 2である. この漸化式は解くことができ, 次のようにM 個の成分を持つ部分
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置換の数が求まる.

N{S(M)} =
1√
5


(
1 +

√
5

2

)M+1

−

(
1−

√
5

2

)M+1
 . (67)

よく知られているように, これはフィボナッチ数列である. N{S(M)} = 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, · · · . 部分置換の数
N{S(M)} は全置換の数M !に比べて常に小さい. 例えば, 全置換の数は 8個の要素を持つときは 8! = 40, 320,

10 個の要素を持つときは 10! = 3, 628, 800 である. 一方, それと同じくらいの部分置換の数を持つ要素数は

M = 23あるいはM = 32となる (N{S(23)} = 46, 368, N{S(32)} = 3, 524, 578).

ここまでは, 部分置換は要素 l が l − 1 から l + 1 のみに移る置換のみを考えていたが, より一般的な部分

置換を構築することも可能である. 例えば, 隣の値のみの遷移だけでなく, 2 つあるいは 3 つ離れた値への

遷移を含む部分置換の集合を構築することもできる. ここで, 部分置換の範囲を表す ϵ を導入し, 要素 l は,

(1)ϵ+ 1 ≤ M ≤ M − ϵの時, M − ϵからM + ϵの間の値に遷移, (2)M < ϵ+ 1の時, 1からM + ϵの間の値

に遷移, (3)M > M − ϵの時, M − ϵからM の間の値に遷移, するような部分置換を考える.

範囲 ϵ を持つ部分置換 {S(M)} は {S(M−1)} を基に構築することができる. 最初のステップは, 部

分置換 {S(M−1)} の M 列目に要素 M を追加することである: {S(M)}M ≡ {[S(M−1)
i , M ]: for i =

1, · · · , N{S(M−1)}}. ここで {S(M)}i の下付きの i は, i 列目に M がある部分置換の集合であることを表

している. 次のステップでは, 部分置換 {S(M)}M の M に対して, 隣接する要素との転置を実行する:

τM−1,M{S(M−1)}M . この時, N{S(M)}M
個の置換が生成される. 生成された置換のうち, M 番目の列の要素が

M − ϵより小さいもの以外を部分置換 {S(M)}M−1 と定義する. 同様にして, {S(M)}i (i = M − 1, . . . , 2)に

対してM に関する隣接要素との転置試行 (i.e., τi−1,i{S(M)}i)を繰り返していく. 全ての転置操作の後, M 列

目にM − ϵより小さい要素を持つ置換を削除し, 残りの置換を部分置換 {S(M)}i−1 と定義する. このような隣

接要素との置換試行と部分置換の選択は, 要素M が (M − ϵ)列目に移動するまで繰り返す. このようにして,

範囲 ϵを持つ部分置換の集合{
S(M)

}
=
{
{S(M)}i: for i = M, M − 1, · · · , M − ϵ

}
. (68)

を得る. ϵ = M の時の部分置換は, 全置換と同じである.

6 定温定圧アンサンブルにおける拡張アンサンブル法

6.1 定温定圧アンサンブル

定温定圧アンサンブルでは, 粒子数 N , 圧力 P , 温度 T がパラメータとして指定され, 一定に保たれる. つま

り, 圧力 P の共役な量である体積 V は, 圧力にしたがって変動する. 有限体積 V の箱に入った N の粒子を考

える. この系は, 粒子の座標 q ≡ {q1, · · · ,qN}, 運動量 p ≡ {p1, · · · ,pN}, 系の体積 V により指定される. 系

のポテンシャルエネルギー U(q, V )は q と V の関数として与えられる. 粒子数 N , 圧力 P , 温度 T 一定の系で

ある定温定圧アンサンブルにおいて, 圧力 P がパラメータとして指定され, それに従って系の体積 V が変動す

る. ここでは簡単のため, 系の一辺の長さが V 1/3 の立方体の箱の中にあるとする.

定温定圧アンサンブルでは, 温度 T と圧力 P におけるポテンシャルエネルギー E と体積 V の確率分布

PNPT (E, V ;T, P )は以下のように与えられる:

PNPT (E, V ;T, P ) = n(E, V )WNPT (E, V ;T, P ) (69)

ここで, n(E, V )は状態密度, WNPT (E, V ;T, P )は分布関数であり,

WNPT (E, V ;T, P ) = exp{−β(E + PV )} (70)
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あるいは

WNPT (q, V, P ) = exp

[
−β

{
N∑
i=1

p2
i

2mi
+ U(q, V ) + PV

}]
(71)

と書かれる. 立方体の体積でスケールされた座標 σ = V −1/3qk を導入すると,

exp[−β{U(q, V ) + PV }]dq = exp[−β{U(σ, V ) + PV }]V Ndσ

= exp[−β{U(σ, V ) + PV −NkBT log V }]V Ndσ. (72)

となる.

6.2 マルチサーマル・マルチバリック法

マルチカノニカル法の拡張としてマルチバーリック・マルチサーマル法が提案されている??. マルチバー

リック・マルチサーマル法ではポテンシャルエネルギーと体積で張られる空間における一様分布を実現させる

ため, ポテンシャルエネルギー空間と体積空間のランダムウォークをする. そのため, 広い範囲の温度・圧力に

おける定温定圧アンサンブルを得ることができる.

ここでは通常の定温定圧アンサンブルの分布関数 W = exp[−β{U(q, V ) + PV }] の代わりに, マ

ルチバーリック・マルチサーマルエンタルピー HMBT を導入し, 重み関数 WMBT{U(q, V ), V } ≡
exp[−β0HMBT{U(q, V ), V }] を使用する. ここで β0 = 1/(kBT0)は参照温度である. HMBT はポテンシャル

エネルギーと体積についての確率分布が一様になるように与えられる:

PMBT(E, V ) = n(E, V )WMBT(E, V ) (73)

= n(E, V ) exp[−β0HMBT{U(q, V ), V }] (74)

= const (75)

また上の式より, 定数を除き形式的に

HMBT = kBT0 lnn(U, V ) (76)

が得られる. つまり, 状態密度を得ることができればマルチバーリック・マルチサーマルエンタルピーは決定

される.

6.2.1 モンテカルロ・シミュレーション

モンテカルロ シミュレーションは, エンタルピー H をマルチバーリック・マルチサーマルエンタルピー
HMBT に置き換えることで実行される.

6.2.2 MDシミュレーション

一方, MD シミュレーションを行う際には運動方程式の H を HMBT に置き換えて数値積分を実行すれば

よい.

6.2.3 重み因子の決定

重み因子は, 短いシミュレーションを繰り返し行う逐次計算法や, ワン・ランダウの方法を用いることが多

い. 十分分布を広げることができたら, 重み因子を固定して, 長いマルチカノニカルシミュレーションを行う.
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6.3 定温定圧アンサンブルにおける焼戻し法

定温定圧アンサンブルにおける焼戻し法では, 温度と圧力自体を動的変数として扱い, 温度と圧力空間におけ

る一様分布を実現させる. したがって, シミュレーション中に座標と運動量だけでなく, 温度と圧力が変更され

ていく.

焼戻し法では, 重み関数

WST(U, V ;T, P ) ≡ exp{−β(U + PV ) + g(T, P )} (77)

に比例した確率で各状態を発生させる. ここで, g(T, P )は温度と圧力の一様分布が得られるように導入された

関数である. つまり, 以下の式が成り立つように決定される:

PST =

∫ ∞

0

dV

∫
V

dq WPTST{E(q, V ), V ;T, P} = const (78)

したがって, g(T, P )は形式的に

g(T, P ) = − ln

[∫ ∞

0

∫
V

dq exp[−β{U(q, V ) + PV }]
]

(79)

と求められる. これは, 定数を除いた無次元化された Gibbsの自由エネルギーである.

実際のシミュレーションでは, 温度と圧力を離散化する. 温度をM0 個, 圧力をM1 個使用すると考える. 温

度は T1 < · · · < TM0
, 圧力は P1 < · · · < PM0

の順になっていると仮定しても一般性は変わらない. ある温

度・圧力 (Tm0
, Pm1

)における無次元化された Gibbsの自由エネルギー gm = g(Tm0
, Pm1

)を用いると重み関

数は

WST(U, V, Tm0 , Pm1) = exp{−βm0(U + Pm1V ) + gm} (80)

とかけるので, 形式的に

g(Tm0 , Pm1) = − ln

[∫ ∞

0

∫
V

dq exp[−βm0{U(q, V ) + Pm1V }]
]

(81)

定温低圧焼戻しシミュレーションは以下の手順で実行される.

1. ある温度・圧力 (Tm0
, Pm1

)を持つ重み因子 e−β0(U+Pm1V ) に基づいてモンテカルロあるいは分子動力

学シミュレーションを実行する.

2. 状態を固定したまま, 温度・圧力 (Tm0 , Pm1)をあらたな値 (Tn0 , Pn1)に更新する. パラメータの遷移確

率は多くの場合メトロポリスの方法を用いて計算される. サンプリング効率を向上させるために熱浴法,

諏訪・藤堂の方法を用いる方法も提案されている.
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