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本章では, 分子シミュレーションにおいて運動方程式を数値的に解くためのアルゴリズムについて述べる

[1, 2]. また, 運動方程式の数値積分のアルゴリズムを系統的に導くのに有用な時間発展演算子法と, その応用

例である時間反転多時間刻み法 [3]を取り上げる.

1 時間積分のアルゴリズム

ミクロカノニカルアンサンブルにおける運動方程式

v̇i =
Fi

mi
(1)

ṙi = vi (2)

の微分を差分におきかえることで, この運動方程式を数値的に解く.

1.1 運動方程式の差分化: オイラー法, 修正オイラー法

1.1.1 オイラー法

座標と運動量を ∆tに関してテイラー展開を行う.

ri(t+∆t) = ri(t) + ṙi(t)∆t+O((∆t)2) (3)

vi(t+∆t) = vi(t) + v̇i(t)∆t+O((∆t)2) (4)

運動方程式 (1)(2)を代入し, O((∆t)2)の部分を無視することで

ri(t+∆t) = ri(t) + vi(t)∆t (5)

vi(t+∆t) = vi(t) +
Fi(t)

mi
∆t (6)

を得る. このように座標と速度を次々と更新することで運動方程式の時間発展させることができる. この方法

を 1次のオイラー法という. この方法は精度と安定性が悪いため実用的ではない.

1.1.2 修正オイラー法

オイラー法では時刻 tにおける座標 r(t)からから計算した力 F (t)に基づいて速度を更新してる. 修正オイ

ラー法では時刻 t+∆tにおける座標 r(t+∆t)から計算した力 F (t+∆t)に基づいて速度を更新する:

ri(t+∆t) = ri(t) + vi(t)∆t (7)

vi(t+∆t) = vi(t) +
Fi(t+∆t)

mi
∆t (8)
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わずかな修正だがオイラー法と比較して精度と安定性が大幅に向上する. これは修正オイラー法はシンプレク

ティック性を満たす時間発展法だからである.

1.2 運動方程式の差分化: ベルレ法, 蛙跳び法, 速度ベルレ法

始めに時刻 tを基準に t±∆t/2における速度 vi のテイラー展開を行う.

vi

(
t+

∆t

2

)
= vi(t) + v̇i(t)

∆t

2
+

1

2!
v̈i(t)

(
∆t

2

)2

+O((∆t)3) (9)

vi

(
t− ∆t

2

)
= vi(t)− v̇i(t)

∆t

2
+

1

2!
v̈i(t)

(
∆t

2

)2

+O((∆t)3) (10)

式 (9)と式 (10)の和と差をとることで,

vi(t) =
1

2

{
vi

(
t+

∆t

2

)
+ vi

(
t− ∆t

2

)}
+O((∆t)2) (11)

v̇i(t) =
1

∆t

{
vi

(
t+

∆t

2

)
− vi

(
t− ∆t

2

)
+O((∆t)3)

}
(12)

を得る. 式 (12)を運動方程式 (1)に代入して

Fi(t)

mi
=

1

∆t

{
vi

(
t+

∆t

2

)
− vi

(
t− ∆t

2

)
+O((∆t)3)

}
(13)

を得る. 続いて t±∆t/2を基準に時刻 tと t±∆tにおける ri のテイラー展開を行う.

ri(t) = ri

(
t+

∆t

2

)
− ṙi

(
t+

∆t

2

)
∆t

2
+

1

2!
r̈i

(
t+

∆t

2

)(
∆t

2

)2

+O((∆t)3) (14)

ri(t) = ri

(
t− ∆t

2

)
+ ṙi

(
t− ∆t

2

)
∆t

2
+

1

2!
r̈i

(
t− ∆t

2

)(
∆t

2

)2

+O((∆t)3) (15)

ri(t+∆t) = ri

(
t+

∆t

2

)
+ ṙi

(
t+

∆t

2

)
∆t

2
+

1

2!
r̈i

(
t+

∆t

2

)(
∆t

2

)2

+O((∆t)3) (16)

ri(t−∆t) = ri

(
t− ∆t

2

)
− ṙi

(
t− ∆t

2

)
∆t

2
+

1

2!
r̈i

(
t− ∆t

2

)(
∆t

2

)2

+O((∆t)3) (17)

式 (14)と式 (16), 式 (15)と式 (17) の差をそれぞれ計算すると

ṙi

(
t+

∆t

2

)
∆t = ri(t+∆t)− ri(t) +O((∆t)3) (18)

ṙi

(
t− ∆t

2

)
∆t = ri(t)− ri(t−∆t) +O((∆t)3) (19)

となる. さらに式 (2)に代入すると

vi

(
t+

∆t

2

)
=

1

∆t

{
ri(t+∆t)− ri(t) +O((∆t)3)

}
=

1

∆t
{ri(t+∆t)− ri(t)}+O((∆t)2) (20)

vi

(
t− ∆t

2

)
=

1

∆t

{
ri(t)− ri(t−∆t) +O((∆t)3)

}
=

1

∆t
{ri(t)− ri(t−∆t)}+O((∆t)2) (21)
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を得る. 式 (20), (21)を式 (13)に代入すると

Fi(t)

mi
=

1

(∆t)2
{ri (t+∆t)− 2ri(t) + ri (t−∆t)}+O((∆t)2) (22)

となる. 一見誤差は O((∆t))のように思うかもしれない. しかし ri のテイラー展開を (∆t)3 の項まで実行し,

速度の差分式 (20), (21)を (∆t)3 の項まで求めておけば, 式 (13)の大括弧内の誤差は O((∆t)3) となる. した

がって式 (22)の誤差は O((∆t)2)である. (22)における (∆t)2 の項を無視した差分式による時間発展をベル

レ法という.

1.2.1 ベルレ法

式 (22)による時間発展をベルレ法とよぶ.

ri(t+∆t) = 2ri(t)− ri(t−∆t) +
Fi(t)

mi
(∆t)2 (23)

ベルレ法は座標だけで時間発展をおこなう. このアルゴリズムは時間反転 (∆t → −∆t)に対して対称であるこ

とがわかる. 速度を求める必要がある場合, 式 (11), (20), (21)から

vi(t) =
1

2∆t
{ri(t+∆t)− ri(t−∆t)} (24)

と計算することができる.

実際にベルレ法を用いて時間発展を行う場合, 式 (23)の第 3項は第 1項や第 2項に比べて値が小さいため,

第 3項の加算において桁落ちが起こり, 累積誤差が大きくなる. 桁落ちを防ぐためには式 (23)を

∆ri(t) = ri(t)− ri(t−∆t)

ri(t+∆t) = ri(t) + ∆ri(t) +
Fi(t)

mi
(∆t)2 (25)

と変形して,

∆ri(t+∆t) = ∆ri(t) +
Fi(t)

mi
(∆t)2

ri(t+∆t) = ri(t) + ∆ri(t+∆t) (26)

のように計算を分割する.

1.2.2 リープ・フロッグ法

式 (13), (20) から以下のように時間発展させることができる. このアルゴリズムをリープ・フロッグ法と

いう.

vi

(
t+

∆t

2

)
= vi

(
t− ∆t

2

)
+

Fi(t)

mi
(∆t)2 (27)

ri(t+∆t) = ri(t) + vi

(
t+

∆t

2

)
∆t (28)

リープ・フロッグ法は時刻 tの速度 vi(t)を飛ばして時間発展が進んでいく. 時刻 tの速度 vi(t)を求めるには

式 (11)を用いて

vi(t) =
1

2

{
vi

(
t+

∆t

2

)
+ vi

(
t− ∆t

2

)}
(29)

と計算する.
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1.2.3 速度ベルレ法

式 (27)と式 (29)を連立させて vi(t− ∆t
2 )を消すと,

vi

(
t+

∆t

2

)
= vi(t) +

Fi(t)

mi

∆t

2
(30)

を得る. 式 (27)と式 (29)をそれぞれ ∆tだけ進めると,

vi

(
t+

3

2
∆t

)
= vi

(
t+

∆t

2

)
+

Fi(t+∆t)

mi
∆t+O((∆t)3) (31)

vi(t+∆t) =
1

2

{
vi

(
t+

3

2
∆t

)
+ vi

(
t+

∆t

2

)}
+O((∆t)2) (32)

を得る. 式 (31)を式 (32) に代入して, vi(t+
3
2∆t)を消去すると

vi(t+∆t) = vi

(
t+

∆t

2

)
+

Fi(t+∆t)

mi

∆t

2
+O((∆t)2) (33)

を得る. 式 (28), (30), (33)をまとめると,

vi

(
t+

∆t

2

)
= vi(t) +

Fi(t)

mi

∆t

2
+O((∆t)2) (34)

ri(t+∆t) = ri(t) + vi

(
t+

∆t

2

)
∆t+O((∆t)2) (35)

vi (t+∆t) = vi

(
t+

∆t

2

)
+

Fi(t+∆t)

mi

∆t

2
+O((∆t)2) (36)

となる. このような時間発展方法を速度ベルレ法という.

1.3 Gearの予測子・修正子法

ここまで見てきたベルレ法やそこから派生した類似の方法では, 運動方程式に速度依存項がある場合にその

ままの形では使うことができない. 本節では汎用的な微分方程式の解法である予測子・修正子法を紹介する [4].

ここでは一般的な二階常微分方程式
ẍ(t) = f(x, ẋ, t) (37)

を解くことを考える. 式から分かるように, 二階の微分方程式なので速度項が含まれている. xの k − 1階微分

までを用いて, 次のような列ベクトルX(t)を考える:

X(t) = (X0(t), X1(t), X2(t), . . . , Xk−1(t)) (38)

=

(
x(t), ẋ(t)∆t,

1

2!
ẍ(t)(∆t)2, . . . ,

1

(k − 1)!
x(k−1)(t)(∆t)k−1

)t

(39)

列ベクトルX(t) の各成分はテイラー展開の係数に対応している. 時刻 t で得られたX(t) に基づいて, 時刻

t+∆tでの列ベクトルの予測値 (predict)を

Xp(t+∆t) =
(
X0

p(t+∆t), X1
p(t+∆t), X2

p(t+∆t), . . . , Xk−1
p (t+∆t)

)
=

(
xp(t+∆t), ẋp(t+∆t)∆t,

1

2!
ẍp(t)(∆t)2, . . . ,

1

(k − 1)!
x(k−1)
p (t)(∆t)k−1

)t

(40)

のように書くとする. 予測ベクトルの各項は, 時刻 tにおけるベクトルX のテイラー展開をすることで,
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X0
p(t+∆t) = X0(t) +X1(t) +X2(t) +X3(t) +X4(t) +X5(t) +O((∆t)6)

X1
p(t+∆t) = X1(t) +

dX1(t)

dt
(∆t) +

1

2!

d2X1(t)

dt2
(∆t)2 +

1

3!

d3X1(t)

dt3
(∆t)3 + . . .

= X1(t) +
d

dt
{ẋ(t)∆t} (∆t) +

1

2!

d2

dt2
{ẋ(t)∆t} (∆t)2 +

1

3!

d3

dt3
{ẋ(t)∆t} (∆t)3 + . . .

= X1(t) + 2 · 1

2!
{ẍ(t)∆t} (∆t)2 + 3 · 1

3!
{ẍ(t)∆t} (∆t)3 + 4 · 1

4!
{ẍ(t)∆t} (∆t)4 + . . .

= X1(t) + 2X2(t) + 2X3 + 4X4 . . .

X2
p(t+∆t) = X2(t) +

dX2(t)

dt
(∆t) +

1

2!

d2X2(t)

dt2
(∆t)2 +

1

3!

d3X2(t)

dt3
(∆t)3 + . . .

= X2(t) +
d

dt

{
1

2!
ẍ(t)(∆t)2

}
(∆t) +

1

2!

d2

dt2

{
1

2!
ẍ(t)(∆t)2

}
(∆t)2 + . . .

= X2(t) + 3 ·
{

1

3!
x3(∆t)3

}
+

4!

2! · 2!

{
1

4!
x(4)(t)(∆t)4

}
+ . . .

= X2(t) + 3X3(t) + 6X4(t) + . . .

のように具体的に書き下せる. これらの一般項は

Xp
j (t+∆t) =

k∑
m=j

m!

j!(m− j)!
Xm(t) =

k∑
m=j

mCjXm(t) (41)

である. ここで mCj は二項係数である. 以上の計算から, 予測ベクトルは二項係数を成分に持つ上半三角行列

とX(t)の積にまとめられることが分かる. すなわち

Xp(t+∆t) = TX(t) ≡



1 1 1 1 1 . . . 1
0 1 2 3 4 . . . k
0 0 1 3 6 . . . kC2

0 0 1 3 6 . . . kC3

...
... . . .

...
0 0 0 0 0 . . . 1


X(t) (42)

Tij =

{
j−1Ci−1 (i ≤ j の時)

0 (i > j の時)
(43)

のように表せる. もしXp(t+∆t)が微分方程式の解になっているならば

Ẍp(t+∆t) = f(Xp(t+∆t), Ẋp(t+∆t), t+∆t) (44)

を満たすはずであるが, 行列 T を見て分かるように, 展開を有限項で打ち切っているため, 等式は成り立たず,

何かしらの誤差を伴っている. Gearの予測子・修正子法では, 差

δ =
1

2
(∆t)2 {f(xp, ẋp,t+∆t − ẍp)} (45)

を導入して予測したXp(t+∆t)を

X(t+∆t) = Xp(t+∆t) + δC (46)
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のように修正する. ここで C は予測子ベクトルと呼ばれ, 解ができるだけ安定かつ精度良くなるように決めら

れており, 具体的な値を表 1に示す. 詳しくは解説記事 [4]を参考のこと. Gearの予測子・修正子法は (1)予測

ベクトルの計算, (2)修正子ベクトルによる補正を繰り返すことで時間発展を行う.

表 1: 修正子ベクトルの値

k c1 c2 c3 c4 c5 c6 c6

4 1
6

5
6 1 1

3

5 19
120

3
4 1 1

2
1
12

6 3
20

251
360 1 11

18
1
6

1
60

7 863
6048

665
1008 1 25

36
35
144

1
24

1
360

2 ベルレ法によるエネルギーの誤差

2.1 エネルギーの誤差

時間発展を実装した時にプログラムが正しいか確認するには, エネルギーの誤差を調べると良い. つまり, 積

分法により予想されるエネルギーの誤差 ∆Hが時間ステップ ∆tの何乗に比例するのかを調べる.

∆H ∼ (∆t)k (47)

予想された次数が得られれば,　エネルギーと力の計算のつじつまが合っている.

エラーの種類にはローカルエラー δHとグローバルエラー ∆Hがある. ローカルエラーとは 1ステップごと

のエラーであり
δH = |Hn+1 −Hn| (48)

で定義される. 後で導出するがベルレ法では δH = O((∆t)3) である. 一方, グローバルエラーとは時刻

t = n∆tでのエネルギーの値と t = 0での値の差

∆H = |H(n∆t)−H(0)| (49)

で定義される. n∆tを一定値に保ったまま ∆tを小さくすると, ステップ数 nは ∆tに反比例して大きくなる.

ベルレ法の場合,

∆H ∝ nδH
= nO((∆t)3)

= O((∆t)−1)O((∆t)3)

= O((∆t)2)

と見積もられる. 通常の方法では, グローバルエラーの次数はローカルエラーの次数より 1小さい. ∆Hの ∆t

依存性を調べるときには t = n∆tを一定に保ちながら ∆tを変えてシミュレーションを実行する.

log |∆H| = k log∆t+ const. (50)

のように log |∆H|と log |∆t|の傾きからエラーの次数 k を計算できる.

6



2.2 ベルレ法におけるエネルギーの誤差の導出

ハミルトニアンの値を座標と速度のベクトル r = (r1, r2, · · · , r3N )と v = (v1, v2, · · · , v3N )で表すと

H =
m

2
v2 + U(r) (51)

である. ローカルエラーは

δH = H(rn+1, vn+1)−H(rn, vn)

=
m

2
(vn+1 − vn) · (vn+1 + vn) + U(rn+1)− U(rn) (52)

となる. ここで下付きの nは nステップ目における変数であることを意味する. 以下, 式 (52)の各項を計算し

ていく. ベルレ法における速度の式 (24)より

vn+1 − vn =
1

2∆t
{rn+2 − rn+1 − rn+1 − rn−1} (53)

となる. ベルレ法の時間発展式 (23)より

(∆t)2

mi
Fn = rn+1 − 2rn + rn−1

(∆t)2

mi
Fn+1 = rn+2 − 2rn+1 + rn (54)

であるので,
(∆t)2

mi
(Fn+1 + Fn) = rn+2 − rn+1 − rn + rn−1 (55)

を得る. 式 (53), (55) より

vn+1 − vn =
∆t

2m
(Fn+1 + Fn)

=
∆t

2mi

{
2Fn +

dFn

dt
∆t+

1

2!

d2Fn

dt2
(∆t)2 +O((∆t)3)

}
=

∆t

m

{
Fn +

∆t

2m
F ′
nvn +O((∆t)2)

}
(56)

となる. 1行目から 2行目で Fn+1 を Fn を基準にテイラー展開した. さらに 2行目から 3行目において

dFn

dt
=

dFn

drn

drn
dt

=
dFn

drn
vn = F ′

nvn (57)

のように連鎖律を利用して書き直した. ここで rn での微分を ′ で表した. 式 (56)の第一行目の両辺に 2vn を

足し, テイラー展開により Fn+1 を Fn で近似すると

vn+1 + vn = 2vn +
∆t

2m
(Fn+1 + Fn)

= 2

{
vn +

∆t

2m
Fn +O((∆t)2)

}
(58)

を得る.

続いてポテンシャルエネルギー U(rn+1)をテイラー展開する.

U(rn+1) = U(rn) +
dU(rn)

dt
∆t+

1

2!

d2U(rn)

dt2
(∆t)2 +O((∆t)3) (59)
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ここで,

dU(rn)

dt
=

dU(rn)

drn
· drn
dt

= −Fn · vn (60)

と運動方程式

dvn

dt
=

Fn

m
(61)

を用いると

U(rn+1) = U(rn)− Fn · vn∆t− d

dt
(Fn · vn)

(∆t)2

2
+O((∆t)3)

= U(rn)− Fn · vn∆t− F ′
nvn · vn

(∆t)2

2
− Fn · Fn

(∆t)2

2m
+O((∆t)3) (62)

と展開される. 以上で得られた式 (56), (58), (62)を式 (52)に代入すると

δH =
m

2
(vn+1 − vn) · (vn+1 + vn) + U(rn+1)− U(rn)

=
m

2

∆t

m

{
Fn +

∆t

2m
F ′
nvn +O((∆t)2)

}
· 2

{
vn +

∆t

2m
Fn +O((∆t)2)

}
+ U(rn)− Fn · vn∆t− F ′

nvn · vn
(∆t)2

2
− Fn · Fn

(∆t)2

2m
+O((∆t)3)

− U(rn)

=O((∆t)3) (63)

つまり (∆t)2 までの項は完全に打ち消し合い, 誤差のオーダーは O((∆t)3)となる. ゆえに, ベルレ法によるエ

ネルギーのローカルエラーは (∆t)3 に比例する. グローバルエラーは (∆t)2 に比例する:

∆H = O((∆t)2) (64)

リープ・フロッグ法, 速度ベルレ法でも同様にグローバルエラーは (∆t)2 に比例する.

3 時間発展演算子による取り扱い

時間発展演算子を用いることで, ここまでに導出してきた時間積分のアルゴリズムを見通しよく導くことが

できる. ここではハミルトン形式を考える. ハミルトンの正準方程式

ṙi =
∂H
∂pi

=
pi

mi
(65)

ṗi = −∂H
∂ri

= Fi (66)

より, ミクロカノニカルアンサンブルにおける運動は位相空間 (r,p)で記述できる. 任意の物理量 A(r,p)の

時間微分は,

Ȧ(r,p) =
∑
i

ṙi ·
∂A

∂ri
+
∑
i

ṗi ·
∂A

∂pi
(67)

となる. ここで演算子

D ≡
∑
i

ṙi ·
∂

∂ri
+
∑
i

ṗi ·
∂

∂pi
(68)

8



を導入する. 運動方程式 (65), (66)より演算子 D は

D ≡
∑
i

pi

mi
· ∂

∂ri
+

∑
i

Fi ·
∂

∂pi
(69)

とかける. 式 (67)に代入することで,微分方程式

Ȧ(r,p) = DA (70)

を得る. この微分方程式は次のように形式的に解くことができる.

A(t+∆t) = eD∆tA(t) (71)

ここで, eD∆t は A(t)に作用して ∆tだけ時間発展させることから時間発展演算子という.

続いて,この微分方程式を数値積分できる形にするために,演算子 D を次のように分割する.

D = D1 +D2 (72)

D1 =
∑
i

pi

mi
· ∂

∂ri
(73)

D2 =
∑
i

Fi ·
∂

∂pi
(74)

eDj∆t の展開式

eDj∆t = 1 +Dj∆t+
1

2!
D2

j (∆t)2 + · · · (75)

を用いることで, 時間発展演算子はそれぞれ

eD1∆t = 1 +
∑
i

pi(t)

mi
· ∂

∂ri
∆t+ · · · (76)

eD2∆t = 1 +
∑
i

Fi(t) ·
∂

∂pi
∆t+ · · · (77)

と展開することができる. 次に, 時間発展演算子を位相空間に作用することを考える. 各時間発展演算子による

位相空間の時間発展は

eD1∆t

[
ri(t)
pi(t)

]
=

[
1 +

∑
i

pi

mi
· ∂

∂ri
∆t+ · · ·

] [
ri(t)
pi(t)

]

=

[
ri(t) +

pi(t)
mi

∆t

pi(t)

]
(78)

eD2∆t

[
ri(t)
pi(t)

]
=

[
1 +

∑
i

Fi ·
∂

∂pi
∆t+ · · ·

] [
ri(t)
pi(t)

]
=

[
ri(t)

pi(t) + Fi(t)∆t

]
(79)

である. 時間発展演算子 eD∆t を eD2∆teD1∆t の順番で位相空間に作用させると, 修正オイラー法と同じ時間発

展アルゴリズムを得ることが確認できる.
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さらに, 鈴木・トロッター展開を用いると時間発展演算子 eD∆t

eD∆t = e(D1+D2)∆t

= eD2
∆t
2 eD1∆teD2

∆t
2 +O((∆t)3) (80)

と分割できる. 式 (80)の順に位相空間に時間発展演算子を作用させることで,

pi

(
t+

∆t

2

)
= pi(t) + Fi(t)

∆t

2
(81)

ri(t+∆t) = ri(t) +
pi(t+

∆t
2 )

mi
∆t (82)

pi (t+∆t) = pi

(
t+

∆t

2

)
+ Fi(t+∆t)

∆t

2
(83)

を得る. これは速度ベルレ法と同じ時間発展法である. 一方で,

eD∆t = eD1
∆t
2 eD2∆teD1

∆t
2 +O((∆t)3) (84)

のように時間発展演算子を分解すると,

ri

(
t+

∆t

2

)
= ri(t) +

pi(t)

mi

∆t

2
(85)

pi(t+∆t) = pi(t) + Fi

(
t+

∆t

2

)
∆t (86)

ri (t+∆t) = ri

(
t+

∆t

2

)
+

pi(t+∆t)

mi

∆t

2
(87)

を得る. この時間発展アルゴリズムは位置ベルレ法と呼ばれる. 位置ベルレ法の場合,半ステップずれた時刻で

の力を計算することで時間発展させる. そのため,各時間ステップでの力,ポテンシャルエネルギー,ヴィリア

ルなどの座標の関数を求めるには,再度力を計算しなければならない.

4 時間反転多時間刻み法 (RESPA: Reversible Reference System Propagator

Algorithm)

4.1 短距離力と長距離力に対する RESPA法

i 番目の粒子に作用する力 Fi(r) を以下のように, 短距離力 F s
i (r) と長距離力 F l

i (r) に分割することを考

える.
F (r) = F s(r) + F l(r) (88)

このとき, 演算子 D は

D =
∑
i

pi

mi
· ∂

∂ri
+
∑
i

F s
i · ∂

∂pi
+

∑
i

F l
i ·

∂

∂pi
(89)

≡ Ds +
∑
i

F l
i ·

∂

∂pi
(90)

とかける. 鈴木・トロッター分解を用いると時間発展演算子は

eD∆t = e(∆t/2)
∑

i F
l
i ·∂/∂pieD

s∆te(∆t/2)
∑

i F
l
i ·∂/∂pi (91)
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と分割することができる. 中心にある時間発展演算子 eD
s∆t は鈴木・トロッター展開を用いて以下のように分

割できる.

eD
s∆t =

[
e(δt/2)

∑
i F

s
i ·∂/∂pieδt

∑
i(pi/mi)·∂/∂rie(δt/2)

∑
i F

s
i ·∂/∂pi

]n
(92)

ここで, δt ≡ ∆t/nは短距離力 F s
i (r)に対する時間刻みである. nはダイナミクスの安定性が保証されるよう

な値を選ぶ. 長距離力 F s
i (r)に関する時間発展演算子は運動量のみに作用する. 長距離力は∆tごと, 短距離力

は δtごとに計算する必要がある. したがって, ∆tの間に 1回の長距離力の計算と n回の短距離力の計算をす

ることになる.

式 (91)による時間発展は以下のように実行される.

Step 1: 状態 {ri(t),pi(t)} に時間発展演算子 e(∆t/2)
∑

i F
s
i ·∂/∂pi を作用させることで, {ri(t),pi(t) +

∆t
2 F l

i (r(t))} という状態を得る.

Step 2: Step 1 で得た状態に対して, 式 (92)で与えられる時間発展演算子を作用させることで, 位相空間を時

間発展させる. これは, 短距離力 F s(r)のみを用いて, 速度ベルレ法による時間発展を n回繰り返す

ことに等しい.

Step 3: Step 2 で得た状態に対して, 時間発展演算子 e(∆t/2)
∑

i F
s
i ·∂/∂pi を作用させる. 最終的に {ri(t +

∆t),pi(t+∆t)}を得る.

Step 4: Step 1～Step 3を繰り返す.

4.2 時間スケールの異なる運動に対する RESPA法

ここでは, 系を速い運動を持つ自由度と, 遅い運動を持つ自由度に分割する. 速い運動をするサブシステムを

rapid,遅い運動をするサブシステムを slowと呼ぶことにする. 例えば, H原子のように軽い原子で構成され速

く運動をする系と, C や O のように重い原子で構成され遅い運動をする系に分けることができる. このとき,

演算子 D は以下のように分割できる.
D = Drapid +Dslow (93)

ここで

Drapid =
∑

i∈rapid

pi

mi
· ∂

∂ri
+

∑
i∈rapid

Fi ·
∂

∂pi
(94)

Dslow =
∑

i∈slow

pi

mi
· ∂

∂ri
+

∑
i∈slow

Fi ·
∂

∂pi
(95)

である. 鈴木・トロッター展開を用いると, 時間発展演算子は

eD∆t = eDrapid
∆t
2 eDslow∆teDrapid

∆t
2 (96)

と分解される. 速い動きに対する時間発展演算子 eDrapid はさらに

eDrapid
∆t
2 =

[
e(δt/2)

∑
i∈rapid Fi·∂/∂pieδt

∑
i∈rapid(pi/mi)·∂/∂pie(δt/2)

∑
i∈rapid Fi·∂/∂pi

]n/2
(97)

と分解することができる. ここで δt ≡ ∆t/nは速い自由度に対する時間刻みである. 式 (96)の中心にある時

間発展演算子 eDslow は遅い動きのみが含まれるので, 次のような時間刻みで分割する.

eDslow∆t = e(∆t/2)
∑

i∈slow Fi·∂/∂pie∆t
∑

i∈slow(pi/mi)·∂/∂pie(∆t/2)
∑

i∈slow Fi·∂/∂pi (98)
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式 (96) の時間発展演算子では, 速い自由度に対する座標と運動量 (rrapid,prapid) については速度ベルレ法を

δt刻みで n回繰り返しすことで時間発展させる. 一方で, 遅い自由度に対する座標と運動量 (rslow,pslow)につ

いては速度ベルレ法を用いて ∆t刻みで 1回進めることで時間発展させる.

式 (96)の時間発展演算子による時間発展は以下のように記述される.

Step 1: 状態 {rrapid(t), rslow(t),prapid(t),pslow(t)}に対して, 式 (97)で書かれる時間発展演算子を作用させ

る. これは, 速い自由度に対して, 時間刻み δt = ∆t/n の速度ベルレ法による時間発展を n/2 回繰

り返すことに相当する. この間, 遅い自由度に対する座標と運動量 {rslow(t),pslow(t)}は変化しない.

結果, 状態 {rrapid(t+ ∆t
2 ), rslow(t),prapid(t+

∆t
2 ),pslow(t)}を得る.

Step 2: Step 1 で得られた状態に対して, 式 (98) で書かれる時間発展演算子を作用させる. これは, 遅い

自由度に対して, 速度ベルレ法を用いて ∆t だけ時間発展させることに対応する. ここでは状態

{rrapid(t+ ∆t
2 ), rslow(t+∆t),prapid(t+

∆t
2 ),pslow(t+∆t)}を得る.

Step 3: Step 2 で得られた状態に対して, Step 1 と同様の手続きを踏むことで速い運動の自由度を ∆t/2 だ

け時間発展させる. 最終的に, 状態 {rrapid(t+∆t), rslow(t+∆t),prapid(t+∆t),pslow(t+∆t)}を
得る.

Step 4: Step 1～Step 3を繰り返す.

これまで述べてきた方法では, もっとも速い運動に合わせて時間刻みを決定しなければならない. しかし, こ

のアルゴリズムでは, 遅い運動に関する力は各時間ステップ∆t = nδtごとに 1回計算し直せば良い. もし速い

運動をするサブシステムの次元が全系の次元と比較して小さいのであれば, 遅い運動に関する力の計算は通常

の方法よりも頻度が少なくすることができる. そのため, 効率よく数値積分を実行することができる.
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