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第 I部

物理の復習



2

第 1章

解析力学の復習

ここでは解析力学について簡単にまとめる. 詳しくは解析力学の教科書を参照のこと [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9].

1.1 ラグランジュ形式

1.1.1 一般化座標

空間における粒子の位置は直交座標での位置ベクトル r であらわすことができる. 一般に N 個の粒子の位

置を決めるには N 個の位置ベクトル
r ≡ (x1, x2, · · · , x3N )t (1.1)

が必要になる. ここで上付きの tは転置を表す. N 個の粒子の位置ベクトルを表す方法は一つではない. 例え

ば極座標や曲線座標などを用いても良い. 粒子系の座標を決めるのに必要な g 個の量

q ≡ (q1, q2, · · · , qg)t (1.2)

をその系の一般化座標といい, g を自由度という. もし拘束条件が k 個ある場合, g = 3N − k となる. 一般化

座標 q の時間微分

q̇ =
dq

dt
(1.3)

を一般速度と言う. ここで, 運動エネルギー K とポテンシャルエネルギー U の差としてラグランジアン Lを
以下のように定義する:

L = K − U (1.4)

一般にラグランジアン Lは q, q̇, tの関数である.

ラグランジュ形式の利点は拘束があるような系に対して特に発揮される. Newton形式で拘束がある系を考

える場合, (i) そのままでは運動方程式が独立ではないこと, (ii) 拘束を生み出す力は問題を解かないと決まら

ないという問題点がある. 一方でラグランジュ形式では一般化座標を扱うため, 拘束力が消えるように定式化

することができるという利点がある.

系はラグランジアンにより特徴づけられる. その運動の与え方には 2つの方法がある. 1つ目は, 系の瞬間的

な状態の微小変化を考える微分原理に基づく方法である. この方法ではD’Alembertの原理
∑
i(F

(ex)
i −ṗ) ·δri

から運動を与える. 2つ目は, 時刻 t1 から t2 までの系の運動全体から力学法則を導く積分原理に基づく方法で

ある. この方法では最小作用の原理 (ハミルトンの原理)により運動が与えられる.
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1.1.2 ラグランジュの運動方程式

最小作用の原理とラグランジュ運動方程式

時刻 t = t1 および t = t2 において系の座標がそれぞれ q1, q2 であるとする. 作用 S を

S ≡
∫ t2

t1

dt L(q, q̇, t) (1.5)

と定義する. 作用 S は関数の関数であることから汎関数と呼ばれる. 2点 q1, q2 間の可能な経路のうち作用 S

が最小 (極小)になるような運動が実際に起こる. これを最小作用の原理という. 最小作用の原理からラグラン

ジュ運動方程式
d

dt

∂L
∂q̇i
− ∂L
∂qi

= 0 (1.6)

が得られる.

運動方程式の導出

最小作用の原理から運動方程式を導く. q = q(t)を作用 S を最小にするような経路とする. 微小変位 δq(t)

を加えた経路
q(t) + δq(t) (1.7)

を考える. この経路では作用 S の値は増加する. ここで δq(t1) = δq(t2) = 0とする.

δS =

∫ t2

t1

dt L(q + δq, q̇ + δq̇, t)−
∫ t2

t1

dt L(q, q̇, t)

=

∫ t2

t1

dt

{
L(q, q̇, t) + ∂L

∂q
δq +

∂L
∂q̇
δq̇

}
−
∫ t2

t1

dt L(q, q̇, t)

=

∫ t2

t1

dt

{
∂L
∂q
δq +

∂L
∂q̇
δq̇

}
ここで第 1式から第 2式で 1次のテイラー展開をした. 作用 S が最小であるためには δS = 0が必要条件であ

る. 第 2項について計算を進めて部分積分をすると∫ t2

t1

dt
∂L
∂q̇
δq̇ =

∫ t2

t1

dt
∂L
∂q̇

d

dt
(δq)

=

[
∂L
∂q̇
δq

]t2
t1

−
∫ t2

t1

dt
d

dt

(
∂L
∂q̇

)
δq

となる. δq(t1) = δq(t2) = 0から第 1項目はゼロとなる. ゆえに

δS =

∫ t2

t1

dt

[
∂L
∂q
− d

dt

(
∂L
∂q̇

)]
δq = 0 (1.8)

を得る. 任意の δq に対してこの恒等式が成り立つには, 被積分関数が常にゼロである. したがって

d

dt

(
∂L
∂q̇

)
− ∂L
∂q

= 0 (1.9)

を得る. これを Legendreの運動方程式という. 自由度の数が 1以上の場合にも,　経路の成分 qi(t)を独立に

変えることで
d

dt

(
∂L
∂q̇i

)
− ∂L
∂qi

= 0 (1.10)
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となる.

ここで例として, 粒子間に相互作用があるが, 他の物体とは相互作用しないような孤立系を考える. ラグラン

ジアンは直交座標を用いて

L =
∑
i

1

2
mir

2
i − U(r1, r2, ·) (1.11)

となる. ルジャンドルの運動方程式に代入すると

mir̈i = −
∂U

∂ri
(1.12)

を得る. これはニュートンの運動方程式と一致する.

1.1.3 保存量

ラグランジュの運動方程式から, 系がある条件を満たしている時には保存量が存在することを示す.

エネルギー

ラグランジアンが時間を陽に含んでいない時,

L = L(q, q̇) (1.13)

とかける. ラグランジアンの時間についての全微分は

dL
dt

=
∑
i

∂L
∂qi

q̇i +
∑
i

∂L
∂qi

q̈i (1.14)

である. ラグランジュの運動方程式
d

dt

∂L
∂q̇i

=
∂L
∂qi

(1.15)

を用いると,

dL
dt

=
∑
i

d

dt

∂L
∂q̇i

+
∑
i

∂L
∂q̇i

q̈i

=
d

dt

(∑
i

∂L
∂q̇i

q̇i

)
(1.16)

を得る. これより
d

dt

(∑
i

∂L
∂q̇i

q̇i − L

)
= 0 (1.17)

を得る. したがって, ()の中の量

E ≡
∑
i

∂L
∂q̇i

q̇i − L (1.18)

は一定に保たれる. E をこの系のエネルギーという. E の時間微分がゼロであることからエネルギーが保存さ

れる (エネルギー保存則)ことがわかる. では
∑
i
∂L
∂q̇i
q̇i − L = E はどのように確認できるのであろうか? ポテ

ンシャルエネルギーが陽に速度 q̇ に依存していない場合, ラグランジアンは

L = K(q, q̇)− U(q) (1.19)
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とかける. 直交座標における運動エネルギーは

K =
∑
i

1

2
miẋ

2
i (1.20)

である. ここで xi と qi(直交座標と一般座標は)

xi = xi(q1, q2, · · · , qg) (1.21)

より, 連鎖律より
dxi
dt

= ẋi =
∑
j

∂xi
∂qj

q̇j (1.22)

となる. これを運動エネルギーに代入すると

K =
∑
i

1

2
mi

∑
j

∂xi
∂qj

q̇j

(∑
k

∂xi
∂qk

q̇k

)
(1.23)

=
∑
i

∑
j

∑
k

1

2
mi

∂xi
∂qj

∂xi
∂qk

q̇j q̇k (1.24)

=
∑
j

∑
k

{∑
i

1

2
mi

∂xi
∂qj

∂xi
∂qk

}
q̇j q̇k (1.25)

と計算される.

A ≡
∑
i

1

2
mi

∂xi
∂qj

∂xi
∂qk

(1.26)

を定義すると, 運動エネルギーK は
K =

∑
j

∑
k

Ajk q̇j q̇k (1.27)

のように 2次形式で書くことができる. 更に

∂L
∂q̇i

=
∂K

∂q̇i

=
∂

∂q̇i

{∑
i

∑
k

Ajk q̇j q̇k

}
=
∑
k

Aik q̇k +
∑
j

Ajiq̇j

= 2
∑
k

Aik q̇k (1.28)

であるから

∑
i

∂L
∂q̇i

q̇i = 2
∑
i

{∑
k

Aik q̇k

}
q̇i

= 2
∑
i

∑
k

Aik q̇k q̇i

= 2K (1.29)

となる. 故に ∑
i

∂L
∂q̇i

q̇i − L =
∑
i

∂L
∂q̇i

q̇i − (K − U) = K + U = E (1.30)
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を得る.

運動量

孤立系 (系に外場がかかっていない場合), 平行移動に対してラグランジアンは不変である. 平行移動とは系

の全粒子を同じ方向に同じ距離だけ変位させることである:

ri → ri + ϵ (1.31)

速度を変えずに座標を変化させたときのラグランジアンの変化は

δL = L(ri + ϵ)− L(ri)

= L(ri) +
∑
i

∂L
∂ri
· ϵ− L(ri)

=
∑
i

∂L
∂ri
· ϵ (1.32)

である. 任意の変位 ϵに対してラグランジアンは不変 (δL = 0)なので

∑
i

∂L
∂ri

= 0 (1.33)

である. ラグランジュの運動方程式を用いると∑
i

d

dt

(
∂L
∂ṙi

)
=

d

dt

∑
i

(
∂L
∂ṙi

)
= 0 (1.34)

よって, 孤立系であはベクトル量

P ≡
∑
i

∂L
∂ṙi

(1.35)

は一定となる. P は系の全運動量であるから, これは全運動量が保存することを意味する.

運動が一般座標 q で表されている時には

pi ≡
∂L
∂q̇i

(1.36)

を一般運動量といい,

Fi ≡
∂L
∂qi

(1.37)

を一般力という. これらを使うとラグランジュの運動方程式は

ṗi = Fi (1.38)

とかける.

1.2 ハミルトン形式

ラグランジュ形式では一般座標と一般速度を使って運動を記述した. ハミルトン形式では一般座標と一般運

動量 (=位相空間)を使って運動を記述する.
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時刻 tを一定としてラグランジアンの微分を計算すると

dL =
∑
i

∂L
∂qi

dqi +
∑
i

∂L
∂q̇i

dq̇i

=
∑
i

ṗidqi +
∑
i

pidq̇i (1.39)

となる. ここでラグランジュの運動方程式と一般運動量の表式を利用した. 右辺第 2項は

∑
i

pidq̇i = d

(∑
i

piqi

)
−
∑
i

q̇idpi (1.40)

であるから

d

(∑
i

piqi − L

)
=
∑
i

q̇idpi −
∑
i

ṗidqi (1.41)

となる. 左辺の () の中はエネルギーの量であり, かつ L に対して独立な変数を (q, q̇, t) から (q, p, t) にする

Legendre変換である. 右辺は独立変数が pと q であることを表している. 式 (1.41)の左辺はラグランジアン

の Legendre変換であり, これがハミルトニアンの定義となる:

H ≡
∑
i

piq̇i − L (1.42)

ハミルトニアンを用いると式 (1.41)は

dH =
∑
i

q̇idpi −
∑
i

ṗidqi (1.43)

となるので,

q̇i =
∂H
∂pi

(1.44)

ṗi = −
∂H
∂qi

(1.45)

が導かれる. この式はハミルトンの運動方程式あるいは正準方程式と呼ばれる. ラグランジュ方程式は g 個の

一般座標 q についての 2階微分方程式で記述されていた. これに対し, ハミルトンの運動方程式では 2g 個の p,

q についての 1階微分方程式から成り立っている. ハミルトンの変分原理からハミルトンの正準方程式を導く

こともできる. ラグランジアンをハミルトニアンを用いて

L =
∑
i

piq̇i −H (1.46)

と表す. 作用 S は

S[q, p] =

∫ t2

t1

dt L =

∫ t2

t1

dt

(∑
i

piq̇i −H(q, p, t)

)
(1.47)

とかける. ここで q(t1)と q(t2)は固定されているとする. 作用 S を関数 q(t)と p(t)について変分を計算し,

部分積分をすると

δS =

∫ t2

t1

dt

(
δpiq̇i + piδq̇i −

∂H
∂qi

δqi −
∂H
∂pi

δpi

)
= [piδqi]

t=t2
t=t1

+

∫ t2

t1

dt

{(
q̇i −

∂H
∂pi

)
δpi −

(
ṗi −

∂H
∂qi

)
δqi

}
(1.48)
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を得る. q(t1)と q(t2)は固定されていることから, 第 1項目はゼロとなる. また, 任意の δq(t)と δp(t)に対し

て作用の停留条件 δS = 0となるべきであることから, ハミルトンの正準方程式が導かれる.

ハミルトニアンの時間についての全微分は

dH
dt

=
∂H
∂t

+
∑
i

∂H
∂qi

q̇i +
∑
i

∂H
∂pi

ṗi =
∂H
∂t

(1.49)

となる. 第 2式から第 3式の変形においてハミルトンの運動方程式を利用したもしハミルトニアン Hが時間 t

に陽に依存していなければ
dH
dt

= 0 (1.50)

である. これはエネルギー保存則である.

1.3 拘束条件付きの運動方程式

1.3.1 拘束条件について

拘束条件は, 位相空間に関する変数間の数学的関係として記述することができる. Nc 個の拘束を持つ系は,

3N −Nc の自由を持ち, Nc 個の位相空間中の変数についての拘束を記述する関数を満たしながら運動する. 拘

束条件は, ホロノミックな拘束と非ホロノミックな拘束の 2つに分類することができる.

ホロノミックな拘束

拘束条件が質点の座標 (時間を含む場合もあり得る)の間での等式

σ(q1, · · · , q3N , t) = 0 (1.51)

で表される拘束をホロノミックな拘束と呼ぶ. 単純な例として剛体があげられる. 剛体内部の２質点間の拘

束は,

(ri − rj)
2 − d2ij = 0 (1.52)

で記述できる. ここで dij は 2質点間の距離である.

非ホロノミックな拘束

ホロノミックな拘束条件でない拘束を非ホロノミックな拘束と呼ぶ. 例えば,

r2 − a2 ≥ 0 (1.53)

のような拘束条件は不等式を含むためホロノミックではない. 他の例として, 平面上を滑らずに転がる球の運

動なども挙げられる. この場合, 球には中心の平面運動と中心と接触点とを結ぶ直線の周りの回転運動の３個

の自由度を持っている. しかし, その可能な位置を表すには, 中心の座標 2個と, 3個のオイラー角の計５つの

変数を必要とする. 5個の変数は独立ではなく, 球が滑らず転がることを表す 2個の束縛条件がある.

温度, 圧力, 熱流のような粒子の速度を含む複雑な束縛条件なども非ホロノミックな拘束条件であり, 多体シ

ミュレーションによって力学を巨視的統計力学と流体力学に結びつけるために課すことがある. このように非

ホロノミックな拘束条件の中でも, 粒子の座標と速度を共に含むような拘束

ζ(q1, · · · , q3N , q̇1, · · · , q̇3N , t) = 0 (1.54)

は半ホロノミックな拘束とも呼ばれる. 半ホロノミックな拘束の代表的な例である運動量の拘束 (温度の拘束)
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は

N∑
i=1

1

2
miṙ

2
i − C = 0 (1.55)

と記述される. ここで C は拘束条件である.

拘束の式

拘束条件は一般に, 変数 q1, · · · , q3N の微小変化に関する微分形式の関係式

3N∑
i=1

akidqi + aktdt = 0, k = 1, · · · , Nc (1.56)

で書くことができる. これを拘束の式という. 係数 aki, akt は q1, · · · , q3N , tの関数であり, 添字 k は拘束の式

の番号を表す.

ホロノミックな拘束の場合, 拘束条件の全微分

d

dt
σk(q1, · · · , q3N , t) =

3N∑
i=1

∂σk
∂qi

dqi +
∂σk
∂t

dt = 0 (1.57)

から, 拘束の式 (1.56)の係数が以下のように得られる:

aki =
∂σk
∂qi

, (1.58)

akt =
∂σk
∂t

(1.59)

つまり, 拘束の式 (1.56)の左辺が完全導関数となっており, この拘束の式は積分可能である.

一方, 非ホロノミックな拘束の多くの場合, 拘束の式 (1.56)の左辺は, ある座標の関数の時間についての完全

導関数にならず, この方程式は積分不可能な関係式となる. 非ホロノミックな拘束条件は, いくつかの座標の

間の関係式に還元して, 現実の自由度の数よりも少数の自由度で物体の位置を表現するということはできない.

このように非ホロノミックな拘束は座標の数を減らすのに使うことができないため, 全てが独立とは言えない

座標を使うことが避けられない. この場合に対応するラグランジュの運動方程式を求めるには, 最小作用の原

理を使わなければならない. 例外として, 運動量の拘束が挙げられる. 運動量の拘束条件は

ζ(r, ṙ, t) =

N∑
i=1

1

2
miṙ

2
i − C =

N∑
i=1

1

2
miṙi ·

dri
dt
− C = 0 (1.60)

であることから, 右から見て 2つの式に両辺に dtをかけることで, 微分形式

N∑
i=1

1

2
miṙi · dr − Cdt = 0 (1.61)

を得る. したがって, 拘束の式 (1.56)の係数は

a1i =
1

2
miṙi, (1.62)

a1t = C (1.63)

と求められる.
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拘束条件付き運動方程式の導出

非ホロノミックな拘束に最小作用を適用するには, 座標の変分の可能な値に対して一定の制限を課す必要が

ある. これは, 摂動を受けた経路 Q(t) + δQ(t)が拘束を満たすことが保証されていないためである. 拘束の式

に δtをかけると, 変分 δqi は独立ではなく,

3N∑
i=1

akiδqi = 0, k = 1, · · · , Nc (1.64)

という関係式で互いに結ばれていることがわかる. akt は時間に対して変位しないため, この変分形式には表れ

ない. 続いて, 条件付き極地を見つけるためにラグランジュの未定乗数法を使う. 式 (1.64)にラグランジュの

未定乗数 (座標の関数)λk を作用の変分 δS を計算する際に考慮すると

δS =

∫ t2

t1

[
L+

Nc∑
k=1

λk

3N∑
i=1

akiδqi(t)

]
dt (1.65)

=

∫ t2

t1

3N∑
i=1

[
∂L
∂qi
− d

dt

(
∂L
∂q̇i

)
+

Nc∑
k=1

λkaki

]
δqi(t) dt (1.66)

となる. 作用の変分 δS がゼロになる条件から, 拘束条件付き運動方程式が得られる:

d

dt

(
∂L
∂q̇i

)
− ∂L
∂qi

=

Nc∑
k=1

λkaki (1.67)

拘束の式 (1.56)と拘束条件付き運動方程式 (1.67)は, 3N +Nc 個の未知の量 q1, · · · , q3N , λ1, · · · , λNc に対す

る方程式の完全な系を構成する.

物理系が時間に依存しないホロノミックな拘束を課されている場合 (akt = 0), ハミルトニアンは保存する.

実際, この時の拘束の式 (1.56)と拘束条件付き運動方程式 (1.67)のハミルトン形式は

q̇i =
∂H
∂pi

(1.68)

ṗi = −
∂H
∂qi
−

Nc∑
k=1

λkaki (1.69)

0 =

3N∑
i=1

aki
∂H
∂pi

(1.70)

であるため, ハミルトニアンの時間微分は

dH
dt

=

3N∑
i=1

[
∂H
∂qi

q̇i +
∂H
∂pi

ṗi

]
(1.71)

=

3N∑
i=1

[
∂H
∂qi

∂H
∂pi
− ∂H
∂pi

(
∂H
∂qi

+

Nc∑
k=1

λkaki

)]
(1.72)

=

Nc∑
k=1

λk

3N∑
i=1

∂H
∂pi

aki (1.73)

= 0 (1.74)
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と計算され, ハミルトニアンが時間に依存しないことが確認できる.
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第 2章

統計力学の復習

ここでは統計力学について簡単にまとめる. 詳しくは統計力学の教科書を参照のこと [1, 2, 3, 4, 5].

2.1 分布関数, リウビルの定理

2.1.1 分布関数

古典粒子系を考える. 系の微視的状態は位相空間 Γ = (q,p)上の 1つの点で指定できる. これを代表点とい

う. 多数の同様な力学系を考え, それらの代表点 (微視的状態)が位相空間内に分布していると考える. この集

団 (代表点の集まり)を統計集団あるいはアンサンブルと呼ぶ. 系の数が多い時, 位相空間中の代表点の密度を

考えることができる. 代表点の位相空間における分布を分布関数, あるいは確率密度といい f(q,p) であらわ

す. アンサンブルはそれを特徴付ける分布関数で定義される.

位相空間中の点が実現する確率は ∫
∆Γ

dqdp f(q,p) (2.1)

である. ここで
∫
dqdpは全ての粒子の座標と運動量に関する積分∫

dqdp =

∫
dq1dq2 · · · dq3Ndp1dp2 · · · dp3N (2.2)

を意味する.

分布関数が与えられれば物理量 A(q,p)の平均値 ⟨A⟩は

⟨A⟩ =
∫

dqdp A(q,p)f(q,p) (2.3)

と計算することができる.

2.1.2 リウヴィルの定理

時間が経過すると代表点の集合は位相空間内を流体のように流れる. つまり, 分布関数 f(q,p)は位相空間内

を流れていく. そこで, 位相空間内の f(q,p)の時間変化を考えよう. 位相空間内のある点 Γ = (q,p)における

分布関数の変化について連続の式が成り立つ.

∂f

∂t
+ div(Γ̇f) = 0 (2.4)
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これを一般化されたリウヴィル方程式と呼ぶ. ここで div は座標空間での発散でなはく位相空間での発散であ

る. すなわち

div =
∂

∂Γ
(2.5)

である. 式 (2.4)の左辺第 1項目は位相空間内のある点 Γ = (q,p)周りの微小体積に含まれる代表点の数の単

位時間あたりの変化を意味する. 一方, 左辺の第 2項目は位相空間上での流れを表すベクトル場の発散量であ

り, 単位時間に流入した代表点の数と流出した代表点の数の差を意味する. つまり一般化されたリウヴィル方

程式は代表点に関する局所的な保存則であり, 代表点が生成消滅することはないことを意味する. 式 (2.4)左辺

第 2項は

div(Γ̇) =
∂

∂Γ
· (Γ̇f)

= Γ̇ · ∂f
∂Γ

+

(
∂

∂Γ
· Γ̇
)
f (2.6)

と計算される. ハミルトンの正準方程式より, 最後の式の第 2項は 0になる:

∂

∂Γ
· Γ̇ =

N∑
i=1

(
∂

∂qi
q̇i +

∂

∂pi
ṗi

)

=

N∑
i=1

(
∂

∂qi

∂H
∂pi
− ∂

∂pi

∂H
∂qi

)
= 0 (2.7)

これを式 (2.4)に代入すると
∂f

∂t
+ Γ̇ · ∂f

∂Γ
=
df

dt
= 0 (2.8)

が導かれる. この式 (2.8)をリウヴィル方程式という. 左辺第 2項目にあらわれた演算子はリウビル演算子で

ある. 全微分 df/dtは位相空間内の f の流れに沿って f の時間変化を計算した量である. 一方, 偏微分 ∂f/∂t

は観察する点 Γを固定して f の時間変化を計算した量である. df/dt = 0は流れに沿った f の時間変化が 0で

あることを意味する. 式 (2.8)は位相空間における確率密度 f(Γ)の流れに沿ったてみた時, 確率密度は時間が

経っても一定であり非圧縮流体のように振る舞うということを意味する. これをリウヴィルの定理という. 式

(2.8)は Poisson括弧を用いて

∂f

∂t
+ Γ̇ · ∂f

∂Γ
=
∂f

∂t
+
∑
i

{
∂f

∂qi

∂H
∂pi
− ∂f

∂pi

∂H
∂qi

}
=
∂f

∂t
+ [f,H] = 0 (2.9)

と書くこともできる.

分子動力学シミュレーションで使う運動方程式のなかにはハミルトニアンから正準方程式として導かれるも

のではないものもある. この場合, 式 (2.7)の第 2項は 0にならず, リウヴィル方程式 (2.8)は成立しない. 例

えば, 温度制御のベレンゼン法や速度スケーリング法による時間発展は正準変換を満たさないためリウヴィル

の定理を満たさない. また, 現実時間に対する能勢の方程式も時間刻みが速くなったり遅くなったりし体積素

が伸び縮みするためリウヴィルの定理を満たさない. ただし, 仮想時間における能勢の方程式は正準方程式か

ら導かれているためリウヴィルの定理を満たすことに注意.
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2.2 等重率の原理とミクロカノニカルアンサンブル

ここでは熱平衡にある孤立系を考える. この系のエネルギー E, 体積 V , 粒子数 N は一定である. これが与

えられた巨視的条件である.

2.2.1 等重率の原理

エネルギーの等しい状態は全て等しい重みを持つと考える. これを等重率の原理といい, 統計力学の基本原

理として仮定する.

2.2.2 ミクロカノニカルアンサンブル

体系のエネルギーが狭い範囲 E から E + δE の間にあるとする. 等重率の原理からこの間にある状態は等し

い確率で実現すると考える. したがって, 孤立系の分布関数 f(q,p)は次のように書かれる:

f(q,p) =
1∫

E<H(q,p)<E+δE
dq dp

(2.10)

ここで δE は不確定程度の幅である. 系に幅を持たせるのは, 分布関数の分母の積分が 0にならないようにす

るためである. 分布関数が式 (2.10)であるアンサンブルをミクロカノニカルアンサンブルあるいは小正準集団

という.

エネルギー E ∼ E + δE, 粒子数 N , 体積 V のミクロカノニカルアンサンブルにおいて許される微視的状態

数は

W (E, δE,N, V ) =
1

N !h3N

∫
E<H(q,p)<E+δE

dq dp (2.11)

である. 古典力学では微視的状態数は [(距離) × (運動量)]3N の次元を持ち, 定義に曖昧さが残る. 量子力学的

には和で分配関数が定義されるため無次元化するのが望ましい. 一方で不確定原理によると, 座標と運動量を

同時に決定することはできず ∆q∆p ∼ h の不確定性が残る. これにより Γ空間の最小単位は h3N となる. 3

次元空間に N 個の粒子が存在する 6N 次元の位相空間上では h3N の体積が古典的な微視的状態数に対応する.

したがって量子論的な微視的状態数に対応させるために h3N で割る必要がある. またN !は量子力学的にN 個

の同種粒子は互いに識別不可能であることに由来する. N !は粒子の順列の数である. もし N !で割らない場合,

古典点状理想気体のエントロピーが示量性にならないという問題が生じる. これをGibbsのパラドクスと言う.

以上は一応の説明であるが, 厳密にやるには量子論的な考えが h̄→ 0の極限で古典統計に一致することをみる.

H =
∑

p2/2m+ V (r1 · · · rN )に対応する密度行列 exp(−βH)の r 表示 ⟨r′1 · · · r′N | exp(−βH)|r′′1 · · · r′′N ⟩を
作り h̄→ 0の極限において分配関数 Tr[exp(−βH)]が古典分配関数に一致することを確認すればよい. 詳しく

は久保亮五演習書 6章問題 33を参照のこと.

エネルギー 0と E の間にある微視的状態の総数を状態数という. 状態数は,

Ω0(E,N, V ) =
1

N !h3N

∫
H(q,p)<E

dq dp (2.12)

と表される. 状態数を E で微分した量を状態密度という:

Ω(E,N, V ) =
dΩ0(E,N,N)

dE
(2.13)

δE が小さいとき
W (E, δE,N, V ) = Ω(E,N, V )δE (2.14)
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である.

2.2.3 ボルツマンの関係式

微視的状態数W からエントロピー S が定義される:

S(E,N, V ) = kB logW (E, δE,N, V ). (2.15)

これをボルツマンの関係式という. kB はボルツマン定数という. ボルツマンの関係式は, 熱力学な量であるエ

ントロピー S(E,N, V )が統計力学的な微視的な量であるW (E, δE,N, V )と関係づけられる統計力学の基本

原理の一つである.

2.3 カノニカルアンサンブル

熱浴に接触していて温度が制御されている系を考える. このときは温度 T , 体積 V , 粒子数 N を指定するこ

とにより巨視的条件が与えられる. カノニカルアンサンブル (正準集団)における分布関数 f(q,p)は

f(q,p) =
1

N !h3N exp{−βH(q,p)}
Z

(2.16)

とかける. ここで規格化因子 Z は分配関数と呼ばれ

Z =
1

N !h3N

∫
dq

∫
dp exp{−βH(q,p)} (2.17)

である. また β は逆温度と呼ばれ

β =
1

kBT
(2.18)

と書かれる. 分配関数はヘルムホルツの自由エネルギー F と

F = −kBT logZ (2.19)

の関係がある.

2.4 定温定圧アンサンブル

熱浴および圧力浴 (ピストン)に接触している系を考える. つまり温度と圧力が制御されている系を考える.

このとき温度 T , 圧力 P ,　粒子数 N を指定することにより巨視的条件が与えられる. ここでは q, pだけでな

く圧力の共役な量である体積 V も微視的状態数を指定する変数になる. 定温定圧アンサンブルにおける分布関

数 f(q,p, V )は

f(q,p, V ) =
1

N !h3N exp [−β {H(q,p, V ) + PV }]
Y

(2.20)

と書かれる. ここで規格化因子 Y は分配関数と呼ばれ

Y =
1

N !h3N

∫
dq

∫
dp

∫
dV exp [−β {H(q,p, V ) + PV }] (2.21)

である. 分配関数 Y はギブスの自由エネルギー Gと

G = −kBT log Y (2.22)

の関係がある.
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2.5 熱力学量: 温度

微視的な立場からの温度の表式を導くことで, 分子シミュレーションにおいて温度を計算する方法を与える.

ここでは, カノニカルアンサンブルにおける表式を導くが, 他のアンサンブルでも同じ表式を使えることが知ら

れている.

体積 V の立方体中に N 個の粒子が入っている系を考える. 系のハミルトニアンを

H =

N∑
i=1

p2
i

2mi
+ U(r) (2.23)

とする. ここで運動エネルギーのアンサンブル平均を計算すると

〈
N∑
i=1

p2
i

2mi

〉
=

∫
dr
∫
dp
∑N
i=1

p2
i

2mi
exp

[
−β
{∑N

j=1

p2
j

2mj
+ U(r)

}]
∫
dr
∫
dp exp

[
−β
{∑N

j=1

p2
j

2mj
+ U(r)

}]

=

∫
dp
∑N
i=1

p2
i

2mi
exp

[
−β
{∑N

j=1

p2
j

2mj

}]
∫
dp exp

[
−β
{∑N

j=1

p2
j

2mj

}]
=

N∑
i=1

3

2mi

∫
dpi p

2
i exp

{
−β p2

2mi

}
∫
dpi exp

{
−β p2

2mi

}
=

N∑
i=1

3

2mi

2mi

2β

√
2miπ
β√

2miπ
β

=
3

2
NkBT

と計算される. 第 1行目から第 2行目の展開では r に関する積分を約分した. また第 3行目から第 4行目の積

分ではガウス積分 ∫ ∞

−∞
dx exp(−αx2) =

√
π

α∫ ∞

−∞
dx x2 exp(−αx2) = 1

2α

√
π

α

を用いた. よって系の温度 T は

T =
1

3NkB

〈
N∑
i=1

p2
i

mi

〉
(2.24)

とかける. つまり, 系の温度は運動エネルギーのアンサンブル平均あるいは時間平均である. ここで, 温度は統

計平均量で決まることに注意する必要がある. 時々刻々の運動エネルギーから計算される

T (t) =
1

3NkB

N∑
i=1

p2
i

mi
(2.25)

は瞬間温度といい, 熱力学的な温度 T とは区別する.
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2.6 熱力学量: 圧力

一般的に, 圧力は 3行 3列の二階のテンソル量であり,

P =

 Pxx Pxy Pxz
Pyx Pyy Pyz
Pzx Pzy Pzz

 (2.26)

と表される. 対角成分 Pxx, Pyy, Pzz はそれぞれ, x軸, y 軸, z 軸方向の圧力である. 例えば, Pxx は yz 軸を

押すような圧力である. 一方, 圧力テンソルの非対角項 Pαβ は基本セルをずらそうとする圧力である. 例えば,

Pxz は z 軸に垂直な平面 (つまり xy 平面)を x軸方向にずらそうとする力である.

レナード・ジョーンズ流体のような単原子分子で構成されて, 異方性のない等方的な体積の揺らぎをもつ場

合は, 単位テンソル成分しか持たないため, 圧力はスカラー量となる. 一方で, 脂質二重膜や固体結晶のような

非方性のある系では, 軸によって圧力が異なるため, 圧力はテンソル量となる.

本節では, 微視的な立場から圧力の表式を導く.ここではカノニカルアンサンブルにおける表式を導くが, 他

のアンサンブルでも同じ表式を使えることが知られている. はじめに系が等方的な場合の圧力の計算表式を導

出した後に, 系が非等方的の場合を考える. 非等方的なセルとして, 原子分子が平行六面体の中に含まれる場合

を説明する.

2.6.1 セルの揺らぎが等方的な場合の圧力の表式

圧力を r と pで表す. ヘルツホルムの自由エネルギーは分配関数 Z を用いて

F = −kBT lnZ (2.27)

と表せる. ヘルムホルツの自由エネルギーの微分が

dF = dU − TdS − SdT
= (TdS − PdV )− TdS − SdT
= −PdV − SdT

であるので, 圧力は温度 T をある値に定めた時の体積 V に関する偏微分で与えられる:

P = −
(
∂F

∂V

)
T

(2.28)

カノニカルアンサンブルにおける分配関数 Z は

Z =
1

N !h3N

∫
dr dp exp

[
−β

{
N∑
i=1

p2
i

2m
+ U(r)

}]

=

(
2πmkBT

h2

) 3N
2 1

N !

∫
dr exp {−βU(r)} (2.29)

である. 第 1行目から第 2行目に展開する際, pに関してガウス積分を実行した. また右辺の座標に関する積分

を配置分配関数 Qという:

Q =
1

N !

∫
dr exp {−βU(r)} (2.30)
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したがって圧力は配置積分を用いて

P = −
(
∂F

∂V

)
T

= kBT

(
∂ lnQ

∂V

)
T

= kBT
1

Q

(
∂Q

∂V

)
T

(2.31)

とかける. ここで式変形において pの積分部分は V に依存しない定数であることを用いた. 続いて, Qの V に

関する偏微分を考える. 以下の議論は, 立方体のような, 全ての軸方向の辺の長さが同じようなボックスを考え

る. Qの積分範囲は 0 ≤ ri ≤ V
1
3 であり, 積分範囲が体積 V に依存するため容易に微分を実行できない. そこ

で戸田・ボルン・グリーンの方法を用いて, この問題を回避する. この方法では座標 r を一辺の長さ V
1
3 を用

いて
r = V

1
3 r̃ (2.32)

と変換する. r̃ は V に依存しない無次元量であり 0 ≤ r̃i ≤ 1の範囲を持つ.

dr = V Ndr̃ (2.33)

より配置分配関数 Qは

Q =
V N

N !

∫
dr̃ exp

{
−βU(V

1
3 r̃)
}

(2.34)

とかける. よって V に関する偏微分は

∂Q

∂V
=

∂

∂V

[
V N

N !

∫
dr̃ exp

{
−βU(V

1
3 r̃)
}]

=
NV N−1

N !

∫
dr̃ exp

{
−βU(V

1
3 r̃)
}
− V N

N !
β

∫
dr̃
∂U(V

1
3 r̃)

∂V
exp

{
−βU(V

1
3 r̃)
}

=
N

V
Q− 1

kBT

V N

N !

∫
dr̃

1

3V

N∑
i=1

ri ·
∂U

∂ri
exp

{
−βU(V

1
3 r̃)
}

(2.35)

と計算される. 途中,

∂U(V
1
3 r̃)

∂V
=
∑
i

∂U

∂ri
· ∂ri
∂V

=
∑
i

∂U

∂ri
·
(
1

3
V − 2

3 r̃i

)
=
∑
i

∂U

∂ri
·
(

1

3V
V

1
3 r̃i

)
=
∑
i

∂U

∂ri
·
(

1

3V
ri

)
(2.36)

であることを使用した. スケールされた座様 r̃ から座標 r に戻すと

∂Q

∂V
=
N

V
Q− 1

kBT

1

3V

1

N !

∫
dr

N∑
i=1

ri ·
∂U

∂ri
exp {−βU(r)} (2.37)

となる. これを式 (2.34)に代入すると

P = kBT
1

Q

∂Q

∂V T

= kBT
N
V Q−

1
kBT

1
3V

1
N !

∫
dr
∑N
i=1 ri ·

∂U(r)
∂ri

exp {−βU(r)}
Q

=
NkBT

V
− 1

3V

1
N !

∫
dr
∑N
i=1 ri ·

∂U(r)
∂ri

exp {−βU(r)}
1
N !

∫
dr exp {−βU(r)}

=
NkBT

V
− 1

3N

〈
N∑
i=1

ri ·
∂U(r)

∂ri

〉
(2.38)

と変形される. さらに温度の計算式

kBT =
1

3N

〈
N∑
i=1

p2
i

mi

〉
(2.39)
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を用いると

P =
1

3V

{〈
N∑
i=1

p2
i

mi

〉
−

〈
N∑
i=1

ri ·
∂U(r)

∂ri

〉}
(2.40)

を得る. 式 (2.40)の右辺第 2項 〈
N∑
i=1

ri ·
∂U(r)

∂ri

〉
=

〈
N∑
i=1

ri · Fi

〉
(2.41)

をヴィリアルという. ここで温度と同様, 圧力も統計平均あるいは時間平均で得られる量であることに注意す

る必要がある. 時々刻々の運動エネルギー及びヴィリアルから求まる圧力を瞬間圧力という:

P (t) =
1

3V

{〈
N∑
i=1

p2
i (t)

mi

〉
−

〈
N∑
i=1

ri(t) ·
∂U(r(t))

∂ri(t)

〉}
(2.42)

ここでヴィリアウがどう解釈されるか, 定性的な説明を与える. 系の中にある基準点 O を考える. ここで粒子

の座標 ri は基準点からの位置ベクトルとする. もし ri と Fi が同じ向きの時, 粒子は壁に向かって力を加える

ことになる. この時, ri · Fi > 0となり圧力 P を増加させる向きに寄与させる. 一方 ri と Fi が反対向きの時,

粒子は基準点方向に力を加えることになる. この時, ri · Fi < 0となり圧力 P を減少させる向きに寄与させる.

例として 2体ポテンシャル u(rij)を考える. 粒子 iと粒子 j の距離を rij ≡ |ri − rj |としてポテンシャルエ
ネルギーが 2体ポテンシャルエネルギー u(rij)の和で表されるとする:

U(r) =

N−1∑
i=1

N∑
j>i

u(rij) (2.43)

この時, 圧力 P は

P =
1

3N

〈 N∑
i=1

p2
i

mi

〉
−

〈
N−1∑
i=1

N∑
j>i

rij
∂u(rij)

∂rij

〉 (2.44)

=
1

3N

〈 N∑
i=1

p2
i

mi

〉
−

〈
N−1∑
i=1

N∑
j>i

rijfij

〉 (2.45)

となる. 粒子間に斥力が働いている場合, rij と fij(粒子 iが粒子 j に及ぼす力)は同じ向であるため圧力に対

してヴィリアルは正の寄与となる. 一方で粒子間に引力が働いている場合, rij と fij は反対向きであるため圧

力に対してヴィリアルは負の寄与となる. すなわち理想気体と比較して圧力を下げるように寄与するのである.

2.6.2 セルの揺らぎが非等方的な場合の圧力の表式

平行六面体の数学的基礎

まず初めに平行六面体の数学的表現を与える. 平行六面体は 3つの基本並進ベクトル

a1 = (a1x, a1y, a1z)
t,

a2 = (a2x, a2y, a2z)
t,

a3 = (a3x, a3y, a3z)
t

で張られる. 基本セルはセル行列 Lを使って

L = (a1 a2 a3) =

 a1x a2x a3x
a1y a2y a3y
a1z a2z a3z
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と表すことができる. 軸 a2 と軸 a3 のなす角を α, 軸 a1 と軸 a3 のなす角を β, 軸 a1 と軸 a2 のなす角を γ と

する. 系の体積 V は
V = a1 · a2 × a3 = detL (2.46)

と計算される.

圧力テンソルの熱統計力学的表式

ヘルムホルツの自由エネルギーは
F = F (N,L, T ) (2.47)

とセル行列に依存する形になるため, 圧力は 3行 3列の二階のテンソル量となる:

Pαβ = − 1

detL

3∑
η=1

Lβη

(
∂F

∂Lαη

)
T

(2.48)

=
kBT

detL

3∑
η=1

Lβη

(
∂ lnQ

∂Lαη

)
T

(2.49)

=
kBT

V

3∑
η=1

Lβη

(
∂ lnQ

∂Lαη

)
T

. (2.50)

圧力テンソルの熱統計力学的表式 (2.48)の導出

系が立方体である時の圧力は, ヘルムホルツの自由エネルギーの体積 V の微分で計算される. 系が非等方的

な時の圧力は, 歪みテンソル ϵの微分として計算される. 歪みテンソルとは, 「基本セルが変形する時のセルの

各辺の単位長さ当たりの伸縮の大きさ, および, 二辺のなす角の変化の大きさ」を表す物理量であり, 基本セル

の変形によって座標ベクトル r が r′ に移動した時の変位ベクトル u = r − r′ を用いて,

ϵ =
1

2

[
∂u

∂r
+

(
∂u

∂r

)t]
(2.51)

と定義される. 各成分は

ϵαβ =
1

2

[
∂uβ
∂rα

+
∂uα
∂rβ

]
(2.52)

と書き下される. したがって歪みテンソル ϵの微分として計算される圧力テンソルは

Pαβ = − 1

detL

(
∂F

∂ϵαβ

)
T

= − 1

detL

(∑
χ

∑
η

∂F

∂Lχη

∂Lχη
∂ϵαβ

)
T

(2.53)

となる. 最後の式変形で微分に関する連鎖律を用いた. 続いて, 最右辺 ∂Lχη/∂ϵαβ の具体的な計算を考えて

いくが, そのためには Lを ϵで表す必要がある. 変形前後のセル行列をそれぞれ L, L′ と置く. セル行列でス

ケールされた座標を r̃ とすると, 変形前後における点 Aの位置ベクトル r, r′ はそれぞれ

r = Lr̃ (2.54)

r′ = L′r̃ (2.55)

とかける. ここで行列 Γ = L′L−1 を導入すると, セル変形後における点 Aの位置ベクトルは

r′ = L′r̃ = L′r−1r = Γr (2.56)
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と表せる. したがって, セル変形による, ある点 Aの変位ベクトル uは

u = r′ = Γr − r = (Γ− I)r = (L′L−1 − I)r (2.57)

と uを r′, L, L′ で表すことができた. ここで I は単位行列である. これより 歪みテンソル (2.51), (2.52)は

ϵαβ =
1

2

(
∂uβ
∂rα

+
∂uα
∂rβ

)
(2.58)

=
1

2

{
∂[(Γ− I)r]β

∂rα
+
∂[(Γ− I)r]α

∂rβ

}
(2.59)

=
1

2

{
∂[
∑
χ(Γβχ − δβχ)rχ]

∂rα
+
∂[
∑
χ(Γαχ − δαχ)rχ]

∂rβ

}
(2.60)

=
1

2
(Γβα − δβα + Γαβ − δαβ) (2.61)

とかける. Γαβ =
∑
χ L

′
αχL

−1
χβ であるので, ϵはセル行列 Lの関数で書かれることがわかる. 行列形式に表し

直すと

ϵ =
1

2

(
Γt + Γ

)
− I (2.62)

となる. 微分を計算すると,

dϵ =
1

2

(
dΓt + dΓ

)
(2.63)

となる. dϵは dΓの対称部分を表している. 以降の計算を分かりやすくするために, 反対称部分

dω =
1

2

(
dΓt − dΓ

)
(2.64)

を定義する. 式 (2.63), (2.64)の和と差をそれぞれ計算すると

dΓt = dϵ+ dω (2.65)

dΓ = dϵ− dω (2.66)

を得る. 転置を取り直すとそれぞれ

dΓ = (dϵ+ dω)t (2.67)

dΓ = dϵ− dω (2.68)

となる. dϵの対称性 dϵ = dϵt と dω の反対称性 dω = −dωt を用いると,

dΓ = dϵ+ dω (2.69)

を得る. 左辺に Γ = L′L−1 を具体的に代入することで

dL′ = d(ϵ+ ω)L (2.70)

を得る. 成分で表示すると
dL′

χη =
∑
µ

(dϵχµ + dωχµ)Lµη (2.71)

であるので,
∂L′

χη

∂ϵαβ
=
∑
µ

dϵχµ
dϵαβ

Lµη =
∑
µ

δχαδµβLµη = δχαLβη (2.72)
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と計算される. 変形前後でのセル行列 L, L′ が無限に近づいたとすれば, Lと L′ の区別がなくなるため

∂Lχη
∂ϵαβ

= δχαLβη (2.73)

となる. したがって, 圧力テンソル (2.53)は

Pαβ =− 1

detL

(∑
χ

∑
η

∂F

∂Lχη

∂Lχη
∂ϵαβ

)
T

(2.74)

=− 1

detL

(∑
χ

∑
η

∂F

∂Lχη
δχαLβη

)
T

(2.75)

=− 1

detL

(∑
η

Lβη
∂F

∂Lαη

)
T

(2.76)

と展開することができ, 圧力テンソルの熱統計力学的表式 (2.48)を得ることができた.

圧力テンソルの具体的表式の導出

微視的描像に基づいた圧力テンソルの具体的な表式を導出するために, 配置積分の表式, つまり系のハミルト

ニアンを知る必要がある. ラグランジアンからハミルトニアンを導出するために, まず初めにスケールした座

標と速度を導入する:

ri = Lr̃i (2.77)

ṙi = L ˙̃ri

続いて, 計量テンソル

G = LtL =

 at
1

at
2

at
3

 (a1a2a3) =

 a1 · a1 a1 · a2 a1 · a3

a2 · a1 a2 · a2 a2 · a3

a3 · a1 a3 · a2 a3 · a3

 (2.78)

を導入する. 計量テンソルGを用いると速度の二乗は

ṙ2i = ṙti ṙi =
(
L ˙̃r
)t

L ˙̃r = ˙̃rtiL
LL ˙̃ri = ˙̃rtiG ˙̃ri (2.79)

とかける. ここで任意の行列 Aと B について

AtBt = (BA)t (2.80)

の関係が成り立つことを用いた.

■物理系のラグランジアン スケール座標 r̃ と Lを用いて物理系のラグランジアン

L(r̃, ˙̃r) = 1

2

N∑
i=1

mi
˙̃rtiG ˙̃ri − U(r̃,L) (2.81)
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を導入する. ここでテンソル計算の便利のために r̃i の α成分を r̃iα と書き Lの (α, β)成分を Lαβ と書くこ

とにする. α, β, · · · は 1, 2, 3の値をとる. この記法を用いると座標と速度はそれぞれ

riα =

3∑
β=1

Lαβ r̃iβ (2.82)

ṙiα =

3∑
β=1

Lαβ ˙̃riβ

とかける. この記法を用いてラグランジアンを書き直せば

L(r̃, ˙̃r) = 1

2

N∑
i=1

mi

∑
α,β,γ

(Lαβ ˙̃riβ)(Lαγ ˙̃riγ)− U(r̃,L) (2.83)

=
1

2

∑
α,β,γ

LαβLαγ

N∑
i=1

mi
˙̃riβ ˙̃riγ − U(r̃,L)

となる.

スケール座標 r̃j に共役な運動量 πj は

πjλ =
∂L
∂ ˙̃rjλ

(2.84)

と計算される. 具体的に計算すると

πjλ =
∂

∂ ˙̃rjλ

1

2

∑
α,β,γ

LαβLαγ

N∑
i=1

mi
˙̃riβ ˙̃riγ − U(r̃,L)

 (2.85)

=
1

2

∑
α,β,γ

LαβLαγ
∑
i=1

mi

(
δijδβγ ˙̃riγ + ˙̃riβδijδγλ

)

=
1

2
mj

∑
α,γ

LαλLαγ ˙̃riγ +
∑
α,β

LαβLαγ ˙̃riβ


= mj

∑
α,γ

LαλLαγ ˙̃riγ

を得る. ここで計量テンソルGの縮約表記は Gβγ =
∑
α LαβLαγ であるので, これを用いれば

πjλ = mj

∑
α,γ

LαλLαγ ˙̃riγ = mj

∑
γ

Gλγ ˙̃riγ = mj(G ˙̃r)λ (2.86)

とかける. 一方, スケール前の座標を用いると

πjλ = mj

∑
α,γ

LαλLαγ ˙̃riγ = mj

∑
α

ṙjαLαλ = mj(ṙiL)λ = (piL)λ (2.87)

とかける. これより, スケール前の運動量とスケール座標に共役な運動量は

πj = pjL (2.88)

pj = πjL
−1 (2.89)

で変換できることがわかる.
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■物理系のハミルトニアン ハミルトニアンを導出する. ラグランジアンのルジャンドル変換よりハミルトニ

アンは

H(r̃,π) =
N∑
i=1

πi · ˙̃r − L =

N∑
i=1

∑
α

πiα ˙̃riα − L (2.90)

である. ˙̃r = L−1ṙi = L−1pi/mi = L−1πiL
−1/mi であることを用いると,

H(r̃ ,π) =
N∑
i=1

∑
α

πiα ˙̃riα − L (2.91)

=

N∑
i=1

∑
α

πiα ˙̃riα −

1

2

N∑
i=1

mi

∑
α,β,γ

Lαβ ˙̃riβLαγ ˙̃riγ − U(r̃,L)


=

1

2

N∑
i=1

∑
αγ

πiα ˙̃riα + U(r̃,L)

=
1

2

N∑
i=1

∑
α,β,γ

1

mi
πiαL

−1
αβπiγL

−1
γβ + U(r̃,L)

を得る. 最終的に, 平行六面体のシミュレーションボックスを用いる時の物理系のハミルトニアン

H(r̃,π) =
N∑
i=1

∑
µ,ν,λ

πiµπiνL
−1
µλL

−1
νλ

2mi
+ U(r̃,L) (2.92)

を得る. ここで, この後の導出で多くのインデックスが必要になるのに備えて ハミルトニアン中の和のイン

デックスに使用する文字を変更した. 圧力テンソルの表式は,

Pαβ =
kBT

det(L)

3∑
γ=1

Lβγ
∂ lnQ(N,L, T )

∂Lαγ
(2.93)

=
1

Q(N,L, T )

kBT

det(L)

3∑
γ=1

Lβγ
∂Q(N,L, T )

∂Lαγ
(2.94)

=
kBT

det(L)

1

Q(N,L, T )

∫
dπ ds

3∑
γ=1

Lβγ

(
−β ∂H

∂Lαγ

)
e−βH (2.95)

=

〈
− 1

det(L)

3∑
γ=1

Lβγ
∂H
∂Lαγ

〉
(2.96)

である. 続いてハミルトニアンHの Lに関する微分を計算していく:

∂H
∂Lαγ

=

N∑
i=1

∑
µ,ν,λ

πiµπiν
2mi

(
∂L−1

µλ

∂Lαγ
L−1
νλ + L−1

µλ

∂L−1
νλ

∂Lαγ

)
+
∂U(r̃,L)

Lαγ
(2.97)

∂L−1
µλ/∂Lαγ の計算を実行するために, 行列M(λ)の恒等式に関する微分を考える:

M(λ)M−1(λ) = I (2.98)

dM(λ)

dλ
M−1(λ) +M(λ)

dM−1(λ)

dλ
= 0 (2.99)

dM−1(λ)/dλについて解くと,

dM−1(λ)

dλ
= −M−1(λ)

dM(λ)

dλ
M−1(λ) (2.100)
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を得る. この恒等式を用いると, ハミルトニアンHの Lに関する微分は,

∂H
∂Lαγ

=−
N∑
i=1

∑
µ,ν,λ

πiµπiν
2mi

∑
ρ,σ

(
L−1
µρ

∂Lρσ
∂Lαγ

L−1
σλL

−1
νλ + L−1

µλL
−1
µρ

∂Lρσ
∂Lαγ

L−1
σλ

)
+
∂U(r̃,L)

∂Lαγ
(2.101)

となる. ∂Lρσ/∂Lαγ = δαρδσγ を用いて, ρと σ に関する和をとると,

∂H
∂Lαγ

=−
N∑
i=1

∑
µ,ν,λ

πiµπiν
2mi

∑
ρ,σ

(
L−1
µαL

−1
γλL

−1
νλ + L−1

µλL
−1
ναL

−1
γλ

)
+
∂U(r̃,L)

∂Lαγ
(2.102)

を得る. 一方, ポテンシャルに対する微分は

∂U(r̃,L)

∂Lαγ
=
∂U(Lr̃1, . . . ,Lr̃N )

∂Lαγ
=

N∑
i=1

∑
µ,ν

∂U

∂(Lνµr̃iµ)

∂(Lµν r̃ν)

∂Lαγ
(2.103)

=

N∑
i=1

∑
µ,ν

∂U

∂(Lνµr̃iµ)

∂Lµν
∂Lαγ

r̃ν (2.104)

=

N∑
i=1

∑
µ,ν

∂U

∂(Lνµr̃iµ)
δαµδγν r̃ν (2.105)

=

N∑
i=1

∂U

∂(Lγαr̃iα)
r̃γ (2.106)

となる. なお, 途中の連鎖律のところでベクトル・行列の微分に関して ∂Mij/∂Mji = δij (すなわち、

∂M t/∂M = I)を利用した. 以上の計算によって, ハミルトニアンHの Lに関する微分を

∂H
∂Lαγ

= −
N∑
i=1

∑
µ,ν,λ

πiµπiν
2mi

∑
ρ,σ

(
L−1
µαL

−1
γλL

−1
νλ + L−1

µλL
−1
ναL

−1
γλ

)
+

N∑
i=1

∂U

∂(Lγαr̃iα)
r̃γ (2.107)

と計算することができた. 圧力テンソルの表式 (2.96)より, 式 (2.107)に Lβγ を乗じて γ について和をとる.∑
γ LβγL

−1
γλ = δβλ を用いて, γ に関して和を計算した後に λについて和を計算する:

3∑
γ=1

Lβγ
∂H
∂Lαγ

=−
N∑
i=1

∑
µ,ν,λ

πiµπiν
2mi

∑
ρ,σ

3∑
γ=1

Lβγ

(
L−1
µαL

−1
γλL

−1
νλ + L−1

µλL
−1
ναL

−1
γλ

)
(2.108)

+

N∑
i=1

3∑
γ=1

∂U

∂(Lγαr̃iα)
Lβγ r̃γ (2.109)

=−
N∑
i=1

∑
µ,ν,λ

πiµπiν
2mi

∑
ρ,σ

(
L−1
µαL

−1
νλ δβλ + L−1

µλL
−1
ναδ

−1
βλ

)
+

N∑
i=1

3∑
γ=1

∂U

∂(Lγαr̃iα)
Lβγ r̃γ (2.110)

=−
N∑
i=1

∑
µ,ν

πiµπiν
2mi

∑
ρ,σ

(
L−1
µαL

−1
νβ + L−1

µβL
−1
να

)
+

N∑
i=1

3∑
γ=1

∂U

∂(Lγαr̃iα)
Lβγ r̃γ (2.111)
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最後に, スケール座標からスケールされていない座標への変換式∑
µ

πiµL
−1
µα = piα (2.112)

∑
ν

πiνL
−1
νβ = piβ (2.113)

− ∂U

∂(Lγαr̃iα)
= − ∂U

∂riα
= Fiα (2.114)∑

γ

Lβγ r̃iγ = riβ (2.115)

を用いることで,

Pαβ =

〈
1

det(L)

N∑
i=1

(
piαpiβ
mi

+ Fiαriβ

)〉
(2.116)

のように圧力テンソルの表式を得ることができた.
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第 3章

分子動力学シミュレーション事始め

3.1 ミクロカノニカルアンサンブルでのシミュレーション

一般に物理系の位相空間は座標 r と運動量 pで張られ, そのハミルトニアンは

H =

N∑
i=1

p2
i

2mi
+ U(r) (3.1)

と表される. このハミルトニアンHに対する運動方程式は, 正準方程式より

dri
dt

=
∂H
∂pi

=
pi
mi

(3.2)

dpi
dt

=−∂H
∂ri

=− ∂U(r)

∂ri
= Fi (3.3)

で書かれる. Fi は i番目の粒子に働く力である. 運動方程式を数値的に解くことでミクロカノニカルアンサン

ブルが得られる.

3.2 2体力近似

粒子間の相互作用に 2体力近似

U(r1, r2, · · · , rN ) =

N−1∑
i=1

N∑
j>i

u(rij) (3.4)

を用いることが多い. 特によく用いられる 2体相互作用としてレナード・ジョーンズポテンシャル

u(r) = 4ϵ

{(σ
r

)12
−
(σ
r

)6}
(3.5)

が用いられる. 第 1項目は斥力を表している. この項の 12乗は物理に基づいて得られた乗数ではないため実際

には 13乗や 14乗を用いても良い. 一方, 第 2項目は分散力に基づく項である. 電子雲の揺らぎによる一時的

多極子-誘起双極子間の相互作用から得られるため必ず 6乗を使用する. レナードジョーンズポテンシャルは希

ガスの気体・液体・固体の相転移などの現象をよく再現することが知られている.

3.3 単位の無次元化・単位換算

計算機シミュレーションでは, 様々な物理量を無次元化した換算単位で表すことが多い. これは実単位系に

おける値が計算機で扱うには大きい, あるいは小さすぎることがあるからである. 問題とする系に対して代表
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的な量を単位として表すことで, 全ての量が物質に依存するパラメータを一切含まない形で調べることができ

る. エネルギーと時間の次元は

[エネルギー] =
[質量][長さ]2

[時間]2
(3.6)

であるから, 時間の次元は

[時間] =

√
[質量] · [長さ]2

[エネルギー]
(3.7)

と表せる. この次元をもとに換算単位を求める.

3.3.1 SI単位系

SI単位系での基本単位の定義は以下の通りになる:

[長さ] =m (メートル) [重さ] =kg (キログラム)

[時間] =s (秒) [温度] =K (ケルビン)

[電流] =A (アンペア)

エネルギーの単位は次のようになる:

J (ジュール) = 1kg m2 s−2 (3.8)

eV (電子ボルト) = 1eJ (3.9)

cal (カロリー) = 4.184 J (3.10)

その他の物理系の単位は次のようになる:

力 (N) = m kg s−2 (3.11)

圧力 (Pa) = N m−2 (3.12)

仕事 (J) = N m (3.13)

電荷 (C) = A s (3.14)

電位 (V) = J C−1 (3.15)

3.3.2 レナードジョーンズ単位系

レナードジョーンズ (LJ)パラメータの LJポテンシャルの深さ ϵ, LJ粒子の直径 σ, 粒子の質量M をそれ

ぞれエネルギー, 長さ, 質量の単位とする:

ϵ = [エネルギー]

σ = [長さ]

M = [質量]

したがって, 時間の単位は τ は

τ =

√
Mσ2

ϵ
(3.16)



第 3章 分子動力学シミュレーション事始め 32

となる. 例えば Ar原子の場合,

σ = 0.34× 10−9m

ϵ = 120kB = 1.66× 10−21J

M = 6.6× 10−26kg

τ = 2.15× 10−12s

である. その他の物理量を ϵ, σ, M 単位系で表すと

[速度] =
[長さ]

[時間]
=
σ

τ

[温度] =
[エネルギー]

kB
=

ϵ

kB

[運動量] = [質量][速度] =
Mσ

τ

[圧力] =
[力]

[面積]
=

[質量][加速度]

面積
=
M σ

τ2

σ2
=

ϵ

σ3

となる. 以上を用いると様々な物理量 Aの無次元量 A∗ を以下のように表せる.

時間 : t∗ =
t

τ

ハミルトニアン : H∗ =
H
ϵ

温度 : T ∗ =
ϵ

kB

長さ : r∗ =
r

ϵ

運動量 : p∗ =
p
Mϵ
τ

圧力 : P ∗ =
P
ϵ
σ3

質量 : m∗ =
m

M

となる. これらの無次元量をハミルトンの正準方程式 (3.2)(3.3) に代入すれば無次元量に対するハミルトンの

正準方程式が導かれる.

3.3.3 生体分子モデルに対する無次元化

生体分子シミュレーションでは

[エネルギー] = kcal/mol = 4.184 kJ/mol

[長さ] = Å = 10−10 m

[質量] = amu = g/mol



第 3章 分子動力学シミュレーション事始め 33

を基本単位系とすることが多い. この単位系における時間は,

[τ ] =

√
[amu][Å]2

[kcal/mol]
=

√
[g/mol][Å]2

[kcal/mol]

のような次元を持つ.

全原子分子動力学シミュレーションでは psあるいは fsを単位時間とすることが多いので, psを単位時間と

した時の単位換算を見ていく. 基本単位系を用いて時間を表すと

[s] =

√
[kg][m]2

[J]
=

√
1

10−3

[kg][m]2

[kJ]
=

√
1

10−3

[kg/mol][m]2

[kJ/mol]
=

√
103

(10−3/4.184)

[g/mol][m]2

[kcal/mol]

=
√

4.184× 1026

√
[g/mol][Å]2

[kcal/mol]
=
√

4.184× 1026 [τ ]

となる. [s] = 1012[ps]であるので

[ps] = 10
√
4.184 [τ ] (3.17)

を得る. 逆に, 生体分子モデルにおける単位時間を実時間に換算すると,

[τ ] =
1

10
√
4.184

[ps] = 0.0488 [ps] = 48.8 [fs] (3.18)

であることが分かる.

3.3.4 単位換算: エネルギー

以下に, エネルギーの単位換算をまとめる. ここでは T = 298Kであると仮定する.

1 kcal/mol = 0.04337 eV

= 349.75 cm−1

= 1.689 kBT

= 4.184 kJ/mol

1 eV = 23.06 kcal/mol

= 8064.6 cm−1

= 38.94 kBT

= 96.49 kJ/mol

1 kBT = 0.5922 kcal/mol

= 0.02568 eV

= 207.1 cm−1

= 2.476 kJ/mol
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圧力と体積の積 PV に対する単位換算

ここでは、エネルギーの次元を持つ, 圧力と体積の積 PV に対する単位換算を考える。なぜこのような単位

換算を考える必要があるのかと言えば, 定温定圧アンサンブルでのシミュレーションを実行して, エンタルピー

H = U +K + PV を計算するときに、圧力 P は気圧 (1atm)あるいは Pa, 体積 V は Å
3
の単位で与えられ,

一方で kJ/molあるいは kcal/molの単位を持ったエネルギー値を必要とすることが多いからである.

以下では, 圧力は Pa, 体積は Å
3
の単位で与えられたときの, PV を kJ/molに単位換算する例を見ていく.

なお, 1気圧は 101,325Paであるので覚えておくと便利である. まず初めに, 圧力の単位 Pa, PV の単位を SI

単位系で表すと

[Pa] = [N m−2] = [kg m s−2][m−2] = [kg m−1 s−2]

[PV の単位] = [Pa][m3] = [kg m2 s−2] = [J]

である. アボガドロ定数 NA は,

NA = 6.02214076× 1023 mol−1

であるから,

[PV の単位] = [Pa][Å
3
] = [kg m−1 s−2][Å

3
]

= [kg m−1 s−2][(10−10m)3]× [6.02214076× 1023 mol−1]

= 6.02214076× 1023 × 10−30 [kg m2 s−2/mol]

= 6.02214076× 1023 × 10−30 [J/mol]

= 6.02214076× 1023 × 10−30 × 10−3 [kJ/mol]

= 6.02214076× 10−10 [kJ/mol]

のように単位換算できる.

3.3.5 単位換算: 静電相互作用の係数

エネルギーの単位を kcal/molとした時の静電相互作用にかかる係数 1/(4πϵ0)の単位換算を考える. ここで

ϵ0 は真空での誘電率である.

ϵ0 = 8.8542× 10−12 kg−1m−3s4A4

= 8.8542× 10−12 J−1m−1C2

またアボガドロ定数 NA, 電気素量 eはそれぞれ

NA = 6.02214076× 1023 mol−1

e = 1.602176634× 10−19 C

である. 電気素量 eを 1とする単位系を考え, 具体的に計算をすると
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1

4πϵ0
=

1

4π(8.8542× 10−12)
[Jm/C2]

=
NA × (4184−1 kcal)× (1010 Å)× e2

4π(8.8542× 10−12)

=
(6.0221× 1023 × 4184−1kcal/mol)× (1010 Å)× (1.6022× 10−19)2

4π(8.8542× 10−12)

≃ 332 [Å kcal/mol]

を得る. エネルギーの単位を kBT に取り直す場合, 温度 T = 300Kでは

1kBT = (1.380658× 10−23 JK−1)× (300 K)

= (1.380658× 10−23 K−1)× (1.43930× 1020 kcal/mol)× (300 K)

= 0.5961 kcal/mol

であるので.

1

4πϵ0
= 332 × 0.5961−1 = 556.95 [Å kBT ]

となる.

3.4 周期境界条件

分子シミュレーションでは境界条件として周期境界条件を課すことが多い. つまり, 考えているシミュレー

ションボックスの周り (前, 後, 左,右, 手前, 奥)にそのコピーが並んでいるよう状況を考えるのである. 運動の

結果, 原子がシミュレーションボックスの外に飛び出た場合, 反対側から入ってくるようにする.

シミュレーションセルを並べたときに, 空間が隙間なく埋まるようなセルの形であれば, そのセルを周期境界

条件として採用できる. 立方体 (cubic)、直方体 (Rectangular)、平行六面体 (Parallelepiped) は最もわかりや

すい例であるが, 切頂八面体 (truncated octahedron), 菱形十二面体 (rhombic dodecahedron)などのシミュ

レーションセルを設定することも可能である [1]. 切頂八面体や菱形十二面体は立方体と比較してシミュレー

ションセルの体積が小さくなるので, CPU時間を節約できるというメリットがある [2].

よく知られているようにミクロカノニカルアンサンブルでは, エネルギー保存則, 運動量保存則, 角運動保存

則が成立する. しかし, 周期境界条件を課した場合, 角運動量保存則は成立しなくなる. これは, 周期境界条件

により原子・分子が箱の端から端へ移動すると, 角運動量が不連続に変化するためである.

3.4.1 立方体, 直方体, 平面六面体

最も基本的な周期境界条件は立方体, 直方体, 平行六面体の形をしたシミュレーションセルを使用することで

ある. 以下では一般的な場合として, 3つの基本並進ベクトル

a1 = (a1x, a1y, a1z)
t, (3.19)

a2 = (a2x, a2y, a2z)
t, (3.20)

a3 = (a3x, a3y, a3z)
t (3.21)
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で張られる平行六面体を基本セルとして考えていく. この時, 基本セル中の粒子 j のイメージセルにおける位

置ベクトル r′j は L = (a1 a2 a3)と, ある整数の組のベクトル n = (n1, n2, n3)
t を用いて

r′j = rj −Ln = rj − (n1a1 + n2a2 + n3a3) (3.22)

と書ける.

3.4.2 切頂八面体 (truncated octahedron)

八面体の場合, 基本並進ベクトルを

a1 = (L, 0, 0)
t
, (3.23)

a2 =

(
1

3
L,

2
√
2

3
L, 0

)t

, (3.24)

a3 =

(
−1

3
L,

√
2

3
L,

√
6

3
L

)t

(3.25)

のように張れば良い. なお, 切頂八面体のシミュレーションセルの体積は V = 4
√
3/9L3 = 0.770L3 である.

3.4.3 菱形十二面体 (rhombic dodecahedron)

菱形十二面体 (rhombic dodecahedron) は, 2通りの向きが存在する. 一つ目は, xy 平面での断面が正方形

になるように交わるような向きである. このときの基本並進ベクトルは

a1 = (L, 0, 0)
t
, (3.26)

a2 = (0, L, 0)
t
, (3.27)

a3 =

(
1

2
L,

1

2
L,

√
2

2
L

)t

(3.28)

である.

二つ目は, xy平面での断面が六角形になるように交わるような向きである. このときの基本並進ベクトルは

a1 = (L, 0, 0)
t
, (3.29)

a2 =

(
1

2
L,

√
3

2
L, 0

)t

, (3.30)

a3 =

(
1

2
L,

√
3

6
L,

√
6

3
L

)t

(3.31)

である. なお, 菱形十二面体のシミュレーションセルの体積は V =
√
2/2L3 = 0.707L3 である.

3.5 相互作用のカットオフ

遠くの粒子との相互作用が十分小さくポテンシャルエネルギーに含めてもあまり意味がない場合, 計算コス

ト削減のために粒子間の相互作用を無視することがある. 例えば, 距離 rc 以上離れている粒子間の相互作用を

無視する. これを相互作用のカットオフといい, rc をカットオフ半径とかカットオフ距離と言う. カットオフ
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半径はシミュレーションセルの一辺の長さ Lの半分よりも短く設定する:

rc <
L

2
(3.32)

相互作用のカットオフについては様々な方法が提案されている. ここではレナードジョーンズ相互作用

uLJ(r)に対するカットオフを考える.

単純なカットオフ

ポテンシャルをカットオフ半径 rc で打ち切るものである. この方法では r = rc でポテンシャルが不連

続になる.

ur(r) =

{
uLJ(r) r ≤ rc の時
0 r > rc の時

(3.33)

カットオフ&シフト

カットオフに加えて, ポテンシャルをシフトすることで r = rc でポテンシャル関数を連続にする. この

方法はポテンシャルの深さが元のポテンシャルと異なることと, r = rc でも 1階微分は不連続であるこ

とに気をつけなけらばならない.

ur(r) =

{
uLJ(r)− rLJ(rc) r ≤ rc の時
0 r > rc の時

(3.34)

スイッチング関数を用いた方法

なめらかに 0から 1まで変化するスイッチング関数 S(r)を用いて, スイッチング開始距離 rs から rc の

間でなめらかに 0に近づくようにする.

ur(r) =


uLJ(r) r ≤ rs の時
uLJ(r) ∗ S(r) rs < r ≤ rc の時
0 rc < r の時

(3.35)

スイッチング関数としては, 例えば

S(r) =
(r2c − r2)2(r2c + 2r2 − 3r2s )

r2c − r2s

3

(3.36)

などが使われる [3]. このスイッチング関数は S(rs) = 1, S(rc) = 0, dS/dr(rs) = 0, dS/dr(rc) = 0 を

満たしていることが確認できる. その他のスイッチング関数としては

S(r) = 1− 3

(
r − rs
rc − rs

)3

+ 3

(
r − rs
rc − rs

)6

− 3

(
r − rs
rc − rs

)9

(3.37)

なども用いられる [4]. この関数では r = rc と r = rs で二階微分可能なことが確認できる.

3.6 分子動力学シミュレーションの手順

分子シミュレーションを実行するための基本的な手順は以下の通りとなる.

1. 初期構造の生成

分子動力学シミュレーションを行うため, 粒子の座標と運動量の初期条件を決める. 運動量はボルツマ

ン分布にしたがって生成することが多い. 通常, 重心に関する並進速度と角速度はゼロとなるように設

定する.
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2. 平衡化

調べたい状態を作るため, 温度の制御をして平衡状態にする.

3. 本番

本番のシミュレーションを実行する. つまり, 運動方程式を数値的に解く. 粒子配置に対して力を計算し

て, その力にしたがって運動量や座標を更新する. 必要なステップだけ繰り返したら, 得られた物理量の

統計平均をとるなど結果を解析する.
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第 4章

原子間・分子間相互作用

分子シミュレーションを行うために, 事前に計算を行う系をモデル化して相互作用の関数を定める必要があ

る. 本章では, 生体分子系に対するポテンシャル関数や力・ビリアルの計算方法を解説する.

4.1 生体分子に対する全原子モデル

現在, 生体分子のモデルには AMBER [1] や CHARMM [2], GROMOS, OPLS [3] といった様々なモデル

が提案されている. タンパク質などの生体分子で広く使われるポテンシャルは一般に次のような関数形で与え

られる.

Utotal =
∑
bonds

kr(rij − req)2 +
∑
angles

kθ(θjik − θeq)2 +
∑

dihedrals

Vn
2
[1 + cos(nϕijkl − γ)]

+
∑

nonbonds

[
4ϵij

{(
σij
rij

)12

−
(
σij
rij

)6
}

+
qiqj

4πϵ0rij

]
(4.1)

第 1項から第 3項までは結合性の相互作用を表し, 第 4項目は非結合性の相互作用を表す. 第 1項目は結合長,

2項目は結合角, 第 3項目は二面角に関するエネルギーである. 第 4項目はファンデル・ワールス相互作用と静

電相互作用エネルギーである. ファンデル・ワールス相互作用には通常レナード・ジョーンズ (LJ)ポテンシャ

ルを使用する. 式 (4.1)で表される生体分子モデルを図 4.1に示す. 以下, 各相互作用項について具体的に取り

扱っていく. 静電相互作用については別途扱う.

i

j k

l

bond

Angle

dihedral nonbond

図 4.1: 生体分子の相互作用の模式図.
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4.2 様々なポテンシャル関数: 力・ヴィリアルの表式

この章では, 様々なポテンシャル関数を詳しく見ている. また分子動力学シミュレーションの時間積分に必要

な力や圧力計算に必要となるヴィリアルの表式を解説する. このノートでは位置ベクトルとして rij = rj − ri

の定義を使用する.

4.2.1 結合長ポテンシャル: 調和振動子型

■結合長ポテンシャル

共有結合をしている 2原子間の相互作用は, 調和振動子で近似したポテンシャル関数

Ubond(rij) = kr(rij − req)2 (4.2)

を用いる. ここで, kr はばね定数, rij は原子 iと原子 j の距離, req は平衡結合距離である.

■結合長ポテンシャルの力

結合長による力は以下のように計算される:

F bond
i = −dUbond(rij)

dri
= 2kr(rij − req)

rij
rij

(4.3)

F bond
j = −dUbond(rij)

drj
= −2kr(rij − req)

rij
rij

(4.4)

ここで,
rij = rj − ri (4.5)

とした.

■結合長ポテンシャルのヴィリアル

ヴィリアルは

−

〈
N∑
i=1

ri ·
∂U(r)

∂ri

〉
=

〈
N∑
i=1

ri · Fi

〉
(4.6)

で定義される. したがって, 結合長ポテンシャルに由来するヴィリアルは〈
N∑
i=1

ri · Fi

〉
=

〈∑
bonds

(
ri · F bond

i + rj · F bond
j

)〉
(4.7)

=

〈∑
bonds

(
rij · F bond

j

)〉
(4.8)

=

〈
−
∑
bonds

2kr(rij − req)rij

〉
(4.9)

と計算される.
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4.2.2 結合長ポテンシャル: ガウス分布型

■ガウス分布型結合長ポテンシャル

共有結合をしている 3つの原子 i, j, k の結合角ポテンシャルを i, k 原子間の結合の相互作用として表すと

きにガウス分布型のポテンシャル関数

Ugauss(rij) = ϵe−
1

2σ2 (rij−r0)2 (4.10)

を用いることがある. ここで, rij は原子 iと原子 j の距離, r0 は平行結合距離, ϵはポテンシャルの深さ, σ は

ポテンシャルの幅を表す.

■ガウス分布型結合長ポテンシャルの力

ガウス分布型結合長ポテンシャルの力は以下のように計算される:

F gauss
i = − ϵ

σ2
(rij − r0) · e−

1
2σ2 (rij−r0)2 rij

rij
(4.11)

F gauss
j =

ϵ

σ2
(rij − r0) · e−

1
2σ2 (rij−r0)2 rij

rij
(4.12)

ここで,
rij = rj − ri (4.13)

とした.

■ガウス分布型結合長ポテンシャルのヴィリアル

ガウス分布型結合長ポテンシャルに由来するヴィリアルは

⟨ri · F gauss
i ⟩ =

〈∑
bonds

ϵ

σ2
rij(rij − r0) · e−

1
2σ2 (rij−r0)2

〉

と計算される.
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4.2.3 結合角ポテンシャル: 調和振動子型

■結合角ポテンシャル

共有結合をしている 3つの原子間に関しては調和振動子で近似したポテンシャル関数

Uangle(θijk) = kθ(θijk − θeq)2 (4.14)

を用いる. ここで, kθ はばね定数, θeq は平衡結合角, θijk は結合角である. また,

rji = ri − rj (4.15)

rjk = rk − rj (4.16)

θijk = arccos

(
rji · rjk
rjirjk

)
(4.17)

と定義した.

■結合角ポテンシャルの力

結合角による力は以下のように計算される:

F angle
i = −dUangle(θijk)

dri
= 2kθ(θijk − θeq)

1

rji sin θijk

(
rjk
rjk
− cos θijk

rji
rji

)
(4.18)

F angle
k = −dUangle(θijk)

drk
= 2kθ(θijk − θeq)

1

rjk sin θijk

(
rji
rji
− cos θijk

rjk
rjk

)
(4.19)

F angle
j = −dUangle(θijk)

drj
= −F angle

i − F angle
k (4.20)

■結合角ポテンシャルのヴィリアル

結合角ポテンシャルに由来するヴィリアルは,

ri · F angle
i + rj · F angle

j + ri · F angle
i = (ri − rj) · F angle

i + (rk − rj) · F angle
k

= 2kθ(θijk − θeq)
1

sin θijk

×
(
rji · rjk
rjirjk

− cos θijk +
rjk · rji
rjkrji

− cos θijk

)
= 0

であることからヴィリアルの値はゼロとなる.
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4.2.4 角度に対するフィルター関数

特定の角度周辺でのみポテンシャルを課すために, 次のようなフィルター関数をポテンシャル関数に乗じる

ことがある:

f(K,∆θ) =


1 (when −π

2K ≤ ∆θ ≤ π
2K )

1− cos2(K∆θ) (when −π
K < ∆θ < −π

2K or π
2K < ∆θ < π

K )

0 (when ∆θ ≤ −π
K or ∆θ ≥ π

K )

(4.21)

ここで, K はフィルター関数の幅を指定するパラメータ, ∆θ = θijk − θ0 は目的の角度 θ0 からのずれである.

目的の角度周辺では 1, 離れた領域では 0, そしてそれらの領域の間を滑らかに繋いだ, 丘のような形をした関

数となっている. なお, ここでは角度を

rji = ri − rj (4.22)

rjk = rk − rj

θijk = arccos

(
rji · rjk
rjirjk

)
(4.23)

cos(θijk) =
rji · rjk
rjirjk

=
(ri − rj) · (rk − rj)

{(ri − rj)}
1
2 {(rk − rj)}

1
2

(4.24)

と定義する.

■フィルター関数に由来する力

フィルター関数に由来する力は

F filter
i =

2K sin(2K∆θ)

rji sin θijk

(
rjk
rjk
− cos θijk

rji
rji

)
(4.25)

F filter
k =

2K sin(2K∆θ)

rjk sin θijk

(
rji
rji
− cos θijk

rjk
rjk

)
(4.26)

F filter
j = −F filter

i − F filter
k (4.27)

のように計算することができる.
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4.2.5 二面角ポテンシャル: フーリエ級数型

■二面角ポテンシャル

共有結合した 4原子が作る二面角に対するポテンシャルを,

Udihedral(ϕijkl) =
V

2
[1 + cos(nϕijkl − γ)] (4.28)

で表すことができる. ここで, V はエネルギーバリア, nは周期, γ は位相である. 二面角 ϕijkl は

rji = ri − rj (4.29)

rkj = rj − rk (4.30)

rlk = rk − rl (4.31)

nj = rji × rjk (4.32)

nk = rkj × rkl (4.33)

ϕijkl = −sign
[
arccos

(
nj · nk
njnk

)
, rkj · nj × nk

]
(4.34)

で定義される. ただし, sign[a, b]は (bの符号)× (aの絶対値)と計算される.

■二面角ポテンシャルの力

二面角による力は以下のように計算される:

F dihedral
i = −dUdihedral(ϕijkl)

dri
= f0(rkj × fkj) (4.35)

F dihedral
j = −dUdihedral(ϕijkl)

drj
= f0 (rlk × fjk − rkj × fkj − rji × fkj) (4.36)

F dihedral
k = −dUdihedral(ϕijkl)

drk
= f0 (rji × fkj − rlk × fjk − rkj × fjk) (4.37)

F dihedral
l = −dUdihedral(ϕijkl)

drl
= f0(rkj × fjk) (4.38)

ただし,

f0 =
nV

2

sin(nϕ− γ)
sinϕ

(4.39)

fkj =
1

nj

(
nk
nk
− cosϕ

nj
nj

)
(4.40)

fjk =
1

nk

(
nj
nj
− cosϕ

nk
nk

)
(4.41)

である. fα(α = 1, 2, 3, 4)を

f1 = f0(rkj × fkj) (4.42)

f2 = f0(rlk × fjk) (4.43)

f3 = f0(rji × fkj) (4.44)

f4 = f0(rkj × fjk) (4.45)



第 4章 原子間・分子間相互作用 46

のように定義すると, 二面角による力は

F dihedral
i = f1 (4.46)

F dihedral
j = f2 − f1 − f3 (4.47)

F dihedral
k = f3 − f2 − f4 (4.48)

F dihedral
l = f4 (4.49)

と書くことができる.

■二面角ポテンシャルのヴィリアル

ベクトル三重積の公式

A× (B ×C) = (A ·C)B − (A ·B)C (4.50)

を用いると, fkj と fjk は

fkj =
1

n3jnk
{nj × (nk × nj)} (4.51)

fjk =
1

njn3k
{nk × (nj × nk)} (4.52)

と書き直せる. さらに, 右辺に 2つある nj あるいは nk に定義式 (4.32), (4.33)を代入して, ベクトル三重積

の公式を繰り返し適用させると,

nj × (nk × nj) = −(nk · rji) {(rjk · rjk)rji − (rjk · rji)rjk} (4.53)

nk × (nj × nk) = −(nj · rkl) {(rkj · rkl)rkj − (rkj · rkj)rkl} (4.54)

が得られ,

f1 =
f0
n3jnk

(nk · rji)(rjk · rjk)(rkj × rji) (4.55)

f2 =
−f0
njn3k

(nj · rkl)(rkj · rkl)(rlk × rkj) (4.56)

f3 =
−f0
n3jnk

(nk · rji)(rjk · rji)(rji × rjk) (4.57)

f3 =
f0
njn3k

(nj · rkl)(rkj · rkj)(rkj × rkl) (4.58)

と計算される. これらを用いると,

ri · F dihedral
i + rj · F dihedral

j + rk · F dihedral
k + rl · F dihedral

l = 0 (4.59)

となることが確認できるため, 二面角ポテンシャルに由来するヴィリアルはゼロとなる.
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4.2.6 二面角ポテンシャル: ガウス分布型

■ガウス分布型二面角ポテンシャル

共有結合をしている 3つの原子 i, j, k, lの二面角ポテンシャルをガウス分布型のポテンシャル関数

Ugauss(ϕijkl) = ϵe−
1

2σ2 (ϕijkl−ϕ0)
2

(4.60)

を用いて表すことがある. ここで, rij は原子 iと原子 j の距離, r0 は平行結合距離, ϵはポテンシャルの深さ,

σ はポテンシャルの幅を表す. ここで二面角は

rji = ri − rj

rkj = rj − rk

rlk = rk − rl

nj = rji × rjk

nk = rkj × rkl

ϕijkl = −sign
[
arccos

(
nj · nk
njnk

)
, rkj · nj × nk

]
と定義する.

■ガウス分布型二面角ポテンシャルの力

ガウス分布型二面角ポテンシャルの力は係数を除いて, フーリエ級数型ポテンシャルと同じように計算する

ことができる. すなわち,

f0 ≡
ϵ(ϕijkl − ϕ0)
σ2 sinϕijkl

e−
1

2σ2 (ϕijkl−ϕ0)
2

(4.61)

fkj ≡
{

1

nj

(
nk
nk
− cosϕ

nj
nj

)}
(4.62)

fjk ≡
{

1

nk

(
nj
nj
− cosϕ

nk
nk

)}
(4.63)

と置いた時に, 各粒子に加わる力は

Fi =f0(rkj × fkj) (4.64)

Fj =f0(rlk × fjk − rki × fkj)= f0(rlk × fjk − rkj × fkj − rji × fkj) (4.65)

Fk =f0(rji × fkj − rlj × fjk)= f0(rji × fkj − rlk × fjk − rkj × fjk) (4.66)

Fl =f0(rkj × fjk) (4.67)

と計算できる.

■ガウス分布型二面角ポテンシャルのヴィリアル

ガウス分布型二面角ポテンシャルの力の表式が, 係数 f0 を除いてフーリエ級数型の二面角ポテンシャルと同

じであることに注目すると, フーリエ級数型の二面角ポテンシャルの時と同様の計算によって

ri · F dihedral
i + rj · F dihedral

j + rk · F dihedral
k + rl · F dihedral

l = 0 (4.68)

となることが確認できる. すなわち, ガウス分布型二面角ポテンシャルのヴィリアルはゼロとなる.
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4.2.7 ファンデル・ワールス相互作用: 12-6型

■ファンデル・ワールス相互作用

ファンデル・ワールス相互作用によるポテンシャルは, レナード・ジョーンズポテンシャル用いて

ULJ(rij) = 4ϵij

{(
σij
rij

)12

−
(
σij
rij

)6
}

(4.69)

と与えられる. ここで, ϵij はポテンシャルの深さ, σij は粒子間の最小相互作用距離, rij は粒子間の距離を表し

ている. 第 1項目は電子雲の重なりに起因する反発項, 第 2項目は分散力に起因する引力項である. ϵij と σij

はローレンツ・ベルテロー則を用いて各原子についてのポテンシャルの深さ ϵi と粒子の直径 σi から

ϵij =
√
ϵiϵj (4.70)

σij =
σi + σj

2
(4.71)

で与えられることが多い. LJ相互作用の計算は O(N2)となり計算コストがかかる. しかし, 収束の速い関数

であるため通常はカットオフを設定し, カットオフ半径内に存在する粒子対のみ計算することで計算コストを

抑えることができる. カットオフ半径 rc は系のボックスサイズの半分以下の大きさの値に設定する.

■ファンデル・ワールス相互作用の力

レナード・ジョーンズ相互作用による力は以下のように計算される:

F LJ
i = −dULJ(rij)

dri
= −24ϵij

{
2

(
σij
rij

)12

−
(
σij
rij

)6
}

rij
r2ij

(4.72)

F LJ
j = −dULJ(rij)

drj
= 24ϵij

{
2

(
σij
rij

)12

−
(
σij
rij

)6
}

rij
r2ij

(4.73)

■ファンデル・ワールス相互作用のヴィリアル

ファンデル・ワールス相互作用に由来するヴィリアルは,〈
N∑
i=1

N∑
j>i

24ϵij

{
2

(
σij
rij

)12

−
(
σij
rij

)6
}〉

(4.74)

=

〈 ∑
nonbonds

24ϵij

{
2

(
σij
rij

)12

−
(
σij
rij

)6
}〉

(4.75)

で計算される.



第 4章 原子間・分子間相互作用 49

4.2.8 モースポテンシャル

■モースポテンシャル

モースポテンシャルは 2原子の結合・解離を記述するときに使用されるポテンシャルである. 具体的なポテ

ンシャル関数は,

Umorse(rij) = ϵ
{
1− e−α(rij−r0)

}2

(4.76)

とかける. ここで, rij は 2原子間の距離, ϵはポテンシャルの深さ, αはポテンシャルの幅, ri は 2原子の平衡

結合距離を表す.

■モースポテンシャルによる力

モースポテンシャルによって原子がうける力は以下のように計算される.

Fmorse
i = −dUmorse(rij)

dri
= 2ϵα

{
e−α(rij−r0) − e−2α(rij−r0)

} rij
rij

(4.77)

Fmorse
j = −dUmorse(rij)

drj
= −2ϵα

{
e−α(rij−r0) − e−2α(rij−r0)

} rij
rij

(4.78)

ただし,

rij = rj − ri (4.79)

と定義した.

■モースポテンシャルに由来するヴィリアル

モースポテンシャル相互作用に由来するヴィリアルは,〈
N∑
i=1

ri · Fmorse
i

〉
=

〈 ∑
nonbonds

−2ϵαrij
{
e−α(rij−r0) − e−2α(rij−r0)

}〉
(4.80)

と計算できる.
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4.2.9 静電相互作用

■静電ポテンシャル

電磁気でよく知られるように静電ポテンシャルは

Uelec(rij) =
qiqj
4πϵ0

1

rij
(4.81)

とかける. qi と qj はそれぞれ原子 iと原子 j の電荷, ϵ0 は真空中の誘電率, rij は原子 iと原子 j の距離である.

静電相互作用はレナードジョーンズ相互作用と比較して, 減衰が遅いポテンシャル関数である. そのため計

算コストを減少するためのカットオフをしてしまうと誤差を生み出す原因となる. このような問題を回避する

ための方法として, Ewald法や Particle Mesh Ewald法, 多極子展開法など様々な取扱方法がこれまでに提案

されてきている [4].

■静電ポテンシャルによる力

静電相互作用による力は以下のように計算される.

F elec
i = −dUelec(rij)

dri
=− qiqj

4πϵ0r2ij

rij
rij

(4.82)

F elec
j = −dUelec(rij)

drj
=

qiqj
4πϵ0r2ij

rij
rij

(4.83)

(4.84)

■静電ポテンシャルによるヴィリアル

静電相互作用に由来するヴィリアルは,〈
N∑
i=1

N∑
j>i

qiqj
4πϵ0

1

rij

〉
=

〈 ∑
nonbonds

qiqj
4πϵ0

1

rij

〉
(4.85)

となる.
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4.3 計算ノート: 微分・力・ヴィリアルの導出

4.3.1 力の計算の基本的な手順

粒子 αに加わる力は, ポテンシャルを座標ベクトル rα に関して微分すれば良い. すなわち

Fα = − dU
drα

(4.86)

と計算できる. 代表的なポテンシャル関数として (1)調和振動子, (2)ガウス関数, (3) フーリエ級数 (cos関数,

sin関数), (4) レナード・ジョーンズポテンシャル, (5) モースポテンシャル, (6)静電相互作用がある. さらに,

多くの場合でポテンシャル関数は内部座標を用いて表されることが多い. 例えば, 2体相互作用であれば, 2点

間の距離 rij , 3体相互作用であれば, 3点間の角度 θijk, 4体相互作用であれば 4点間の二面角 ϕijkl の関数で

表されることが多い.

微分の連鎖率を用いると, 力の計算は (i)ポテンシャルの変数に関する微分, (ii)ポテンシャルの変数の座標

ベクトル微分の積で書くことができる. すなわち

Fα = −dU
dλ

dλ

drα
(4.87)

となる. 第 1項目はポテンシャル関数形ごとに計算される項である. 第 2項目は内部座標に依存する項で, 力

の向きに関係してくる.

4.3.2 2点間の距離 rij を粒子の位置ベクトル rα で微分する

ベクトルの定義

質点の位置 ri から rj に向かうベクトルを

rij = rj − ri (4.88)

と定義する. 2点間の距離は

rij = (rij · rij)
1
2 (4.89)

と計算される.

座標ベクトル微分の計算

drij
dri

=

[
d

dri

{
(rj − ri)

2
} 1

2

]
=

1

2

−2(rj − ri)

{(rj − ri)2}
1
2

= −rij
rij

(4.90)

drij
drj

=

[
d

drj

{
(rj − ri)

2
} 1

2

]
=

1

2

2(rj − ri)

{(rj − ri)2}
1
2

=
rij
rij

(4.91)
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4.3.3 3点間の角度 θijk を粒子の位置ベクトル rα で微分する

ベクトルと角度の定義

3点間の角度 θijk を

rji = ri − rj (4.92)

rjk = rk − rj (4.93)

θijk = arccos

(
rji · rjk
rjirjk

)
(4.94)

cos(θijk) =
rji · rjk
rjirjk

=
(ri − rj) · (rk − rj)

{(ri − rj)}
1
2 {(rk − rj)}

1
2

(4.95)

と定義する.

座標ベクトル微分の計算

3点間の角度 θijk を粒子の位置ベクトル rα で微分すると

dθijk
drα

=
d

drα
arccos

(
rji · rjk
rjirjk

)
= − 1√

1−
(

rji·rjk

rjirjk

)2
{

d

drα

(
rji · rjk
rjirjk

)}

= − 1

sin θijk

{
d

drα

(
rji · rjk
rjirjk

)}
を得る. 第 2式から第 3式において, arccos(x)の微分公式

d

dx
arccos(x) = − 1√

1− x2

を用いた. 続いて
d

drα

(
rji · rjk
rjirjk

)
を各粒子 i,j,k について計算していく.

■α = iのとき

d

dri

(
rji · rjk
rjirjk

)
=

d

dri

[
(ri − rj) · (rk − rj)

{(ri − rj)2}
1
2 {(rk − rj)2}

1
2

]

=
d

dri

[
(ri − rj) · (rk − rj)

{
(ri − rj)

2
}− 1

2
{
(rk − rj)

2
}− 1

2

]
=

(rk − rj)

rjirjk
− 1

2

2(ri − rj){(ri − rj) · (rk − rj)}
{(ri − rj)2}

3
2 {(rk − rj)2}

1
2

=
rjk
rjirjk

− (rji · rjk)rji
r3jirjk

=
1

rji

{
rjk
rjk
− cos θijk

rji
rji

}
と計算できる.

■α = k のときの F angle の導出
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α = iと同様の計算により,

d

drk

(
rji · rjk
rjirjk

)
=

1

rjk

(
rji
rji
− cos θijk

rjk
rjk

)
と計算される.

■α = j のときの F angle の導出

d

drj

(
rji · rjk
rjirjk

)
=

d

drj

[
(ri − rj) · (rk − rj)

{(ri − rj)2}
1
2 {(rk − rj)2}

1
2

]

=
d

drj

[
(ri − rj) · (rk − rj)

{
(ri − rj)

2
}− 1

2
{
(rk − rj)

2
}− 1

2

]
=− (rk − rj)

rjirjk
− 1

2

−2(ri − rj){(ri − rj) · (rk − rj)}
{(ri − rj)2}

3
2 {(rk − rj)2}

1
2

− (rk − rj)

rjirjk
− 1

2

−2(rk − rj){(ri − rj) · (rk − rj)}
{(ri − rj)2}

1
2 {(rk − rj)2}

3
2

=−

{
rjk
rjirjk

− (rji · rjk)rji
r3jirjk

}
−

{
rji
rjirji

− (rji · rjk)rjk
rjir3jk

}

=− 1

rji

{
rjk
rjk
− cos θijk

rji
rji

}
− 1

rjk

{
rji
rji
− cos θijk

rjk
rjk

}
と計算できる.

■まとめ 以上をまとめると, 3点間の角度 θijk の粒子の位置ベクトル rα 微分は,

dθijk
dri

= − 1

rji sin θijk

(
rjk
rjk
− cos θijk

rji
rji

)
(4.96)

dθijk
drj

=
1

rji sin θijk

(
rjk
rjk
− cos θijk

rji
rji

)
+

1

rjk sin θijk

(
rji
rji
− cos θijk

rjk
rjk

)
(4.97)

dθijk
drk

= − 1

rjk sin θijk

(
rji
rji
− cos θijk

rjk
rjk

)
(4.98)

と計算される.

4.3.4 二面角 ϕijkl を粒子の位置ベクトル rα で微分する

ベクトルと二面角の定義

二面角 ϕijkl を

rji = ri − rj

rkj = rj − rk

rlk = rk − rl

nj = rji × rjk

nk = rkj × rkl

ϕijkl = −sign
[
arccos

(
nj · nk
njnk

)
, rkj · nj × nk

]
と定義する.
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座標ベクトル微分の計算

cosの微分

d cosϕ = − sinϕdϕ

から, 二面角 ϕijkl の位置座標ベクトル微分は

dϕijkl
drα

= − 1

sinϕijkl

d cosϕijkl
drα

= − 1

sinϕijkl

d

drα

(
nj · nk
njnk

)
と計算できる. よって, α = i, j, k, lに対する二面角 ϕijkl の位置座標ベクトル微分は

d

drα

(
nj · nk
njnk

)
=

1

njnk

{
d

drα
(nj · nk)

}
+

nk · nk
nk

{
d

drα

1

nj

}
+

nj · nk
nj

{
d

drα

1

nk

}
を求めることに帰着する. ここで,

nj = rji × rjk

= ri × rk − ri × rj − rj × rk

nk = rkj × rkl

= rj × rl − rj × rk − rk × rl

1

nj
=
{
(ri × rk − ri × rj − rj × rk)

2
}− 1

2

1

nk
=
{
(rj × rl − rj × rk − rk × rl)

2
}− 1

2

と書き下せる.

■いくつかの便利な公式 今後の計算の便利のためにベクトルの微分に関する公式を導出する. ベクトル

a, b, cを考える.

a =

 ax
ay
az

 , b =

 bx
by
bz

 , c =

 cx
cy
cz


ベクトルの内積は

a · b = axbx + ayby + azbz

であるので,

d

da
(a · b) = b

d

db
(a · b) = a
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と計算できる. また,

d

da
(a× b) =


dAx

dax

dAy

dax
dAz

dax
dAx

day

dAy

day
dAz

day
dAx

daz

dAy

daz
dAz

daz

 =

 0 −bz by
bz 0 −bx
−by bx 0


d

db
(a× b) =


dAx

dbx

dAy

dbx
dAz

dbx
dAx

dby

dAy

dby
dAz

dby
dAx

dbz

dAy

dbz
dAz

dbz

 =

 0 −az ay
az 0 −ax
−ay ax 0


であるので,

{
d

da
(a× b)

}
· c =

 0 −bz by
bz 0 −bx
−by bx 0

 cx
cy
cz

 =

 bycz − bzcy
bzcx − bxcz
bxcy − bycx

 = b× c

{
d

db
(a× b)

}
· c =

 0 −az ay
az 0 −ax
−ay ax 0

 cx
cy
cz

 =

 cyaz − czay
czax − cxaz
cxay − cyax

 = c× a

を得る.

■α = iのとき

d

dri
(nj · nk) =

d

dri
{(ri × rk − ri × rj − rj × rk) · nk}

=
d

dri
{(ri × rjk) · nk}

=

{
d

dri
(ri × rjk)

}
· nk

= rjk × nk

d

dri

(
1

nj

)
=

d

dri

{
(ri × rk − ri × rj − rj × rk)

2
}− 1

2

= −1

2

1

n3j

{
d

dri
(ri × rk − ri × rj − rj × rk)

2

}
= −1

2

1

n3j
2nj ·

{
d

dri
(ri × rjk)

}
= − 1

n3j
rjk × nj

d

dri

(
1

nk

)
=

d

dri

{
(rj × rl − rj × rk − rk × rl)

2
}− 1

2 = 0

であるので,

d

dri

(
nj · nk
njnk

)
=

1

njnk
(rjk × nk)−

nj · nk
n3jnk

(rjk × nj)

= rjk ×
{

1

nj

(
nk
nk
− cosϕ

nj
nj

)}
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を得る.

■α = j のとき

d

drj
(nj · nk) =

(
d

drj
nj

)
· nk +

(
d

drj
nk

)
· nj

=

{
d

drj
(ri × rk − ri × rj − rj × rk)

}
· nk

+

{
d

drj
(rj × rl − rj × rk − rk × rl)

}
· nj

=

{
d

drj
(rj × rki)

}
· nk +

{
d

drj
(rj × rkl)

}
· nj

=rki × nk + rkl × nj

d

drj

(
1

nj

)
=

d

drj

{
(ri × rk − ri × rj − rj × rk)

2
}− 1

2

= −1

2

1

n3j

{
d

drj
(ri × rk − ri × rj − rj × rk)

2

}
= −1

2

1

n3j
2nj ·

{
d

drj
(rj × rki)

}
= − 1

n3j
rki × nj

d

drj

(
1

nk

)
=

d

drj

{
(rj × rl − rj × rk − rk × rl)

2
}− 1

2

= −1

2

1

n3k

{
d

drj
(rj × rl − rj × rk − rk × rl)

2

}
= −1

2

1

n3k
2nk ·

{
d

drj
(rj × rkl)

}
= − 1

n3k
rkl × nk

であるので,

d

drj

(
nj · nk
njnk

)
=

1

njnk
(rki × nk + rkl × nj)−

nj · nk
n3jnk

(rki × nj)−
nj · nk
njn3k

(rkl × nk)

= rkl ×
{

1

nk

(
nj
nj
− cosϕ

nk
nk

)}
+ rki ×

{
1

nj

(
nk
nk
− cosϕ

nj
nj

)}
を得る.
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■α = k のとき

d

drk
(nj · nk) =

(
d

drk
nj

)
· nk +

(
d

drk
nk

)
· nj

=

{
d

drk
(ri × rk − ri × rj − rj × rk)

}
· nk

+

{
d

drk
(rj × rl − rj × rk − rk × rl)

}
· nj

=

{
d

drk
(rji × rk)

}
· nk +

{
d

drk
(rjl × rk)

}
· nj

=− rji × nk − rjl × nj

d

drk

(
1

nj

)
=

d

drk

{
(ri × rk − ri × rj − rj × rk)

2
}− 1

2

= −1

2

1

n3j

{
d

drk
(ri × rk − ri × rj − rj × rk)

2

}
= −1

2

1

n3j
2nj ·

{
d

drk
(rji × rk)

}
=

1

n3j
rji × nj

d

drk

(
1

nk

)
=

d

drk

{
(rj × rl − rj × rk − rk × rl)

2
}− 1

2

= −1

2

1

n3k

{
d

drk
(rj × rl − rj × rk − rk × rl)

2

}
= −1

2

1

n3k
2nk ·

{
d

drk
(rjl × rk)

}
=

1

n3k
rjl × nk

であるので,

d

drk

(
nj · nk
njnk

)
=

1

njnk
(−rji × nk − rjl × nj) +

nj · nk
n3jnk

(rji × nj) +
nj · nk
njn3k

(rjl × nk)

= −rji ×
{

1

nj

(
nk
nk
− cosϕ

nj
nj

)}
− rjl ×

{
1

nk

(
nj
nj
− cosϕ

nk
nk

)}
を得る.

■α = lのとき

d

drl
(nj · nk) =

d

drl
{nj · (rj × rl − rj × rk − rk × rl)}

=

{
d

drl
(rkj × rl)

}
· nj

=− rkj × nj



第 4章 原子間・分子間相互作用 58

d

drl

(
1

nj

)
=

d

drl

{
(ri × rk − ri × rj − rj × rk)

2
}− 1

2 = 0

d

drl

(
1

nk

)
=

d

drl

{
(rj × rl − rj × rk − rk × rl)

2
}− 1

2

= −1

2

1

n3k

{
d

drl
(rj × rl − rj × rk − rk × rl)

2

}
= −1

2

1

n3k
2nk ·

{
d

drl
(rkj × rl)

}
=

1

n3k
rkj × nk

であるので,

d

drl

(
nj · nk
njnk

)
=

1

njnk
(−rkj × nj) +

nj · nk
njn3k

(rkj × nk)

= −rkj ×
{

1

nk

(
nj
nj
− cosϕ

nk
nk

)}
を得る.

■まとめ 以上をまとめると, 二面角 ϕijkl の粒子の位置ベクトル rα 微分は

dϕijkl
dri

= − 1

sinϕijkl
rjk ×

{
1

nj

(
nk
nk
− cosϕ

nj
nj

)}
(4.99)

dϕijkl
drj

= − 1

sinϕijkl

[
rkl ×

{
1

nk

(
nj
nj
− cosϕ

nk
nk

)}
+ rki ×

{
1

nj

(
nk
nk
− cosϕ

nj
nj

)}]
(4.100)

dϕijkl
drk

=
1

sinϕijkl

[
rji ×

{
1

nj

(
nk
nk
− cosϕ

nj
nj

)}
+ rjl ×

{
1

nk

(
nj
nj
− cosϕ

nk
nk

)}]
(4.101)

dϕijkl
drl

=
1

sinϕijkl
rkj ×

{
1

nk

(
nj
nj
− cosϕ

nk
nk

)}
(4.102)

と計算できる.
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4.3.5 結合長ポテンシャル: 調和振動子型

■ポテンシャル

Ubond(rij) = kr(rij − req)2

■力の導出 α = i, j について, ポテンシャルを座標ベクトルで微分する. 連鎖律を使うと

F bond
α = −dUgauss(rij)

drα
= −dUgauss(rij)

drij

drij
drα

となる. 具体的に計算をすると,

dUbond(rij)

dri
= 2kr(rij − req)

を得る. また 2点間の距離を座標ベクトル rα で微分すると, 式 (4.90), (4.91)より

drij
dri

= −rij
rij

drij
drj

=
rij
rij

であるので, 粒子 i, j に加わる力はそれぞれ

F bond
i = 2kr(rij − req)

rij
rij

F bond
j = −2kr(rij − req)

rij
rij

と計算される.

■ヴィリアルの導出

ri · F bond
i + rj · F bond

j = (ri − rj) · F bond
i

= 2kr(rij − req)
rji · rij
rij

= −2kr(rij − req)rij

であるので, ヴィリアルは, 〈
N∑
i=1

ri · Fi

〉
= −

〈∑
bonds

2kr(rij − req)rij

〉
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4.3.6 結合長ポテンシャル: ガウス分布型

■ポテンシャル
Ugauss(rij) = ϵe−

1
2σ2 (rij−r0)2

■力の導出 α = i, j について, ポテンシャルを座標ベクトルで微分する. 連鎖律を使うと

Fα = −dUgauss(rij)

drα
= −dUgauss(rij)

drij

drij
drα

となる. 具体的に計算すると

dUgauss(rij)

drij
= − 1

2σ2
· 2(rij − r0) · ϵe−

1
2σ2 (rij−r0)2

= − ϵ

σ2
(rij − r0) · e−

1
2σ2 (rij−r0)2

を得る. また 2点間の距離を座標ベクトル rα で微分すると, 式 (4.90), (4.91)より

drij
dri

= −rij
rij

drij
drj

=
rij
rij

であるので, 粒子 i, j に加わる力はそれぞれ

F gauss
i = − ϵ

σ2
(rij − r0) · e−

1
2σ2 (rij−r0)2 rij

rij

F gauss
j =

ϵ

σ2
(rij − r0) · e−

1
2σ2 (rij−r0)2 rij

rij

と計算される.

■ヴィリアルの導出

ri · F gauss
i + rj · F gauss

j = (ri − rj) · F gauss
i

= rji · F gauss
i

= − ϵ

σ2
(rij − r0) · e−

1
2σ2 (rij−r0)2 rji · rij

rij

=
ϵ

σ2
rij(rij − r0) · e−

1
2σ2 (rij−r0)2

と計算できるので, ヴィリアルは

⟨ri · F gauss
i ⟩ =

〈∑
bonds

ϵ

σ2
rij(rij − r0) · e−

1
2σ2 (rij−r0)2

〉

と計算できる.
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4.3.7 結合角ポテンシャル: 調和振動子型

■ポテンシャル
Uangle(θijk) = kθ(θijk − θeq)2

ここで,

rji = ri − rj

rjk = rk − rj

θijk = arccos

(
rji · rjk
rjirjk

)
cos(θijk) =

rji · rjk
rjirjk

=
(ri − rj) · (rk − rj)

{(ri − rj)}
1
2 {(rk − rj)}

1
2

である.

■力の導出

α = i, j, k について, ポテンシャルを座標ベクトルで微分する. 連鎖律を使うと

F angle
α = −dUangle(θijk)

drα
= −dUangle(θijk)

dθijk

dθijk
drα

となる. 具体的に計算すると,

dUangle(θijk)

dθijk
= 2kθ(θijk − θeq)

となる. また, 3点間の角度 θijk を粒子の位置ベクトル rα で微分すると, 式 (4.96), (4.97), (4.98)より

dθijk
dri

= − 1

rji sin θijk

(
rjk
rjk
− cos θijk

rji
rji

)
dθijk
drj

=
1

rji sin θijk

(
rjk
rjk
− cos θijk

rji
rji

)
+

1

rjk sin θijk

(
rji
rji
− cos θijk

rjk
rjk

)
dθijk
drk

= − 1

rjk sin θijk

(
rji
rji
− cos θijk

rjk
rjk

)
であるため, 各粒子 i, j, k にかかる力は

F angle
i = 2kθ(θijk − θeq)

1

rji sin θijk

(
rjk
rjk
− cos θijk

rji
rji

)
F angle
k = 2kθ(θijk − θeq)

1

rjk sin θijk

(
rji
rji
− cos θijk

rjk
rjk

)
F angle
j = −F angle

i − F angle
k

と計算できる.
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■ヴィリアルの導出

ri · F angle
i + rj · F angle

j + rk · F angle
k

= ri · F angle
i + rj · (−F angle

i − F angle
k ) + rk · F angle

k

= (ri − rj) · F angle
i + (rk − rj) · F angle

k

= rji · F angle
i + rjk · F angle

k

= 2kθ(θijk − θeq)
1

sin θijk

×
{
rji
rji
·
(
rjk
rjk
− cos θijk

rji
rji

)
+

rjk
rjk
·
(
rji
rji
− cos θijk

rjk
rjk

)}
= 2kθ(θijk − θeq)

1

sin θijk

×
(
rji · rjk
rjirjk

− cos θijk +
rjk · rji
rjkrji

− cos θijk

)
= 0

であることから, 結合角ポテンシャルに由来するヴィリアルはゼロである.
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4.3.8 角度に対するフィルター関数

■ポテンシャル

f(K,∆θ) =


1 (when −π

2K ≤ ∆θ ≤ π
2K )

1− cos2(K∆θ) (when −π
K < ∆θ < −π

2K or π
2K < ∆θ < π

K )

0 (when ∆θ ≤ −π
K or ∆θ ≥ π

K )

ここで, K はフィルター関数の幅を指定するパラメータ, ∆θ = θijk − θ0 は目的の角度 θ0 からのずれである.

角度については,

rji = ri − rj

rjk = rk − rj

θijk = arccos

(
rji · rjk
rjirjk

)
cos(θijk) =

rji · rjk
rjirjk

=
(ri − rj) · (rk − rj)

{(ri − rj)}
1
2 {(rk − rj)}

1
2

と定義する.

■力の導出 α = i, j, k について, ポテンシャルを座標ベクトルで微分する. 連鎖律を使うと

Fα = −df(K,∆θ)
drα

=
df(K,∆θ)

d∆θ

d∆θ

drα

となる. −π
K < ∆θ < −π

2K , あるいは π
2K < ∆θ < π

K の場合について, 具体的に計算すると

df(K,∆θ)

drα
=

d

d∆θ

[
1− cos2(K∆θ)

]
= −2K {− sin(K∆θ) cos(K∆θ)}
= 2K sin(K∆θ) cos(K∆θ)

= 2K sin(2K∆θ)

を得る. 一方,

d∆θ

drα
=
d(θijk − θ0)

drα
=
dθijk
drα

である. 3点間の角度 θijk に対する粒子の位置ベクトル rα 微分は, 式 (4.96), (4.97), (4.98)より

dθijk
dri

= − 1

rji sin θijk

(
rjk
rjk
− cos θijk

rji
rji

)
dθijk
drj

=
1

rji sin θijk

(
rjk
rjk
− cos θijk

rji
rji

)
+

1

rjk sin θijk

(
rji
rji
− cos θijk

rjk
rjk

)
dθijk
drk

= − 1

rjk sin θijk

(
rji
rji
− cos θijk

rjk
rjk

)
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であるため, 各粒子 i, j, k にかかる力は

F filter
i =

2K sin(2K∆θ)

rji sin θijk

(
rjk
rjk
− cos θijk

rji
rji

)
F filter
k =

2K sin(2K∆θ)

rjk sin θijk

(
rji
rji
− cos θijk

rjk
rjk

)
F filter
j = −F filter

i − F filter
k

と計算できる.
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4.3.9 二面角ポテンシャル: フーリエ級数型

■ポテンシャル

Udihedral(ϕijkl) =
V

2
[1 + cos(nϕijkl − γ)]

ここで,

rji = ri − rj

rkj = rj − rk

rlk = rk − rl

nj = rji × rjk

nk = rkj × rkl

ϕijkl = −sign
[
arccos

(
nj · nk
njnk

)
, rkj · nj × nk

]
である.

■力の導出 α = i, j, k, lについて, ポテンシャルを座標ベクトルで微分する. 連鎖律を使うと

Fα = −dUgauss(rij)

drα
= −dUgauss(ϕijkl)

dϕijkl

dϕijkl
drα

となる. 具体的に計算すると

dUgauss(ϕijkl)

dϕijkl
=

d

dϕijkl

[
V

2
{1 + cos(nϕijkl − γ)}

]
= −nV

2
sin(nϕijkl − γ)

と計算される. さらに, 二面角 ϕijkl を粒子の位置ベクトル rα で微分すると, 式 (4.99), (4.100), (4.101),

(4.102)より

dϕijkl
dri

= − 1

sinϕijkl
rjk ×

{
1

nj

(
nk
nk
− cosϕ

nj
nj

)}
dϕijkl
drj

= − 1

sinϕijkl

[
rkl ×

{
1

nk

(
nj
nj
− cosϕ

nk
nk

)}
+ rki ×

{
1

nj

(
nk
nk
− cosϕ

nj
nj

)}]
dϕijkl
drk

=
1

sinϕijkl

[
rji ×

{
1

nj

(
nk
nk
− cosϕ

nj
nj

)}
+ rjl ×

{
1

nk

(
nj
nj
− cosϕ

nk
nk

)}]
dϕijkl
drl

=
1

sinϕijkl
rkj ×

{
1

nk

(
nj
nj
− cosϕ

nk
nk

)}
と計算される. ここで

f0 ≡
nV

2

sin(nϕ− γ)
sinϕ

fkj ≡
{

1

nj

(
nk
nk
− cosϕ

nj
nj

)}
fjk ≡

{
1

nk

(
nj
nj
− cosϕ

nk
nk

)}
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を定義する. 各粒子 i, j, k, lにかかる力はそれぞれ

F dihedral
i = −nV

2

sin(nϕ− γ)
sinϕ

[
rjk ×

{
1

nj

(
nk
nk
− cosϕ

nj
nj

)}]
=
nV

2

sin(nϕ− γ)
sinϕ

[
rkj ×

{
1

nj

(
nk
nk
− cosϕ

nj
nj

)}]
= f0(rkj × fkj)

F dihedral
j

=− nV

2

sin(nϕ− γ)
sinϕ

[
rkl ×

{
1

nk

(
nj
nj
− cosϕ

nk
nk

)}
+ rki ×

{
1

nj

(
nk
nk
− cosϕ

nj
nj

)}]
=
nV

2

sin(nϕ− γ)
sinϕ

[
rlk ×

{
1

nk

(
nj
nj
− cosϕ

nk
nk

)}
− rki ×

{
1

nj

(
nk
nk
− cosϕ

nj
nj

)}]
=f0(rlk × fjk − rki × fkj)

=f0(rlk × fjk − rkj × fkj − rji × fkj)

F dihedral
k

=− nV

2

sin(nϕ− γ)
sinϕ

[
−rji ×

{
1

nj

(
nk
nk
− cosϕ

nj
nj

)}
− rjl ×

{
1

nk

(
nj
nj
− cosϕ

nk
nk

)}]
=
nV

2

sin(nϕ− γ)
sinϕ

[
rji ×

{
1

nj

(
nk
nk
− cosϕ

nj
nj

)}
− rlj ×

{
1

nk

(
nj
nj
− cosϕ

nk
nk

)}]
=f0(rji × fkj − rlj × fjk)

=f0(rji × fkj − rlk × fjk − rkj × fjk)

F dihedral
l = −nV

2

sin(nϕ− γ)
sinϕ

[
−rkj ×

{
1

nk

(
nj
nj
− cosϕ

nk
nk

)}]
= f0(rkj × fjk)

と計算される.

■ヴィリアルの導出

fkj の展開

fkj を以下のように展開する.

fkj =
1

nj

(
nk
nk
− cosϕ

nj
nj

)
=

nk
njnk

− nj · nk
njnk

nj
n2j

=
1

n3jnk
{(nj · nj)nk − (nj · nk)nj}

=
1

n3jnk
{nj × (nk × nj)}

最後の変形において, ベクトル三重積の公式 A× (B ×C) = (A ·C)B − (A ·B)C を用いた. 続いて, 最後
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の変形によって現れた 2つの nj に対して, その定義式を代入して, ベクトル三重積の公式を適用していく.

nk × nj = nk × (rji × rjk)

= (nk · rjk)rji − (nk · rji)rjk
= −(nk · rji)rjk

nk と rjk は直交するベクトルのため, その内積がゼロになることを使用した. さらに計算を進めていくと,

nj × (nk × nj) = −nj × (nk · rji)rjk
= −(nk · rji)(nj × rjk)

= −(nk · rji) {(rji × rjk)× rjk}
= −(nk · rji) {(rjk · rji)rjk − (rjk · rjk)rji}
= (nk · rji) {(rjk · rjk)rji − (rjk · rji)rjk}

を得る. したがって,

fkj =
(nk · rji)
n3jnk

{(rjk · rjk)rji − (rjk · rji)rjk}

と書き下すことができる.

fjk の展開

fjk を以下のように展開する.

fjk =
1

nk

(
nj
nj
− cosϕ

nk
nk

)
=

nj
njnk

− nj · nk
njnk

nk
n2k

=
1

njn3k
{(nk · nk)nj − (nj · nk)nk}

=
1

njn3k
{nk × (nj × nk)}

最後の変形において, ベクトル三重積の公式 A× (B ×C) = (A ·C)B − (A ·B)C を用いた. 続いて, 最後

の変形によって現れた 2つの nk に対して, その定義式を代入して, ベクトル三重積の公式を適用していく.

nj × nk = nj × (rkj × rkl)

= (nj · rkl)rkj − (nj · rkj)rkl
= −(nj · rkl)rkj

nj と rkj は直交するベクトルのため, その内積がゼロになることを使用した. さらに計算を進めていくと,

nk × (nj × nk) = nk × (nj · rkl)rkj
= (nj · rkl)(nk × rkj)

= (nj · rkl) {(rkj × rkl)× rkj}
= (nj · rkl) {(rkj · rkj)rkl − (rkj · rkl)rkj}

を得る. したがって,

fjk =
(nj · rkl)
njn3k

{(rkj · rkj)rkl − (rkj · rkl)rkj}
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と書き下すことができる.

f1 = f0(rkj × fkj)の展開

rkj × fkj = rkj ×

[
(nk · rji)
n3jnk

{(rjk · rjk)rji − (rjk · rji)rjk}

]

=
1

n3jnk
(nk · rji)(rjk · rjk)(rkj × rji)

と計算できる. ここで, 第 2式から第 3式の展開で rkj × rjk = 0であることを使用した. したがって, f1 は定

数 C1 を用いて

f1 ≡ C1(rkj × rji)

と書くことができる.

f2 = f0(rlk × fjk)の展開

rlk × fjk = rlk ×
[
(nj · rkl)
njn3k

{(rkj · rkj)rkl − (rkj · rkl)rkj}
]

= − 1

njn3k
(nj · rkl)(rkj · rkl)(rlk × rkj)

と計算できる. ここで, 第 2式から第 3式の展開で, rlk × rkl = 0であることを使用した. したがって, f2 は定

数 C2 を用いて

f2 ≡ C2(rlk × rkj)

と書くことができる.

f3 = f0(rji × fkj)の展開

rji × fkj = rji ×

[
(nk · rji)
n3jnk

{(rjk · rjk)rji − (rjk · rji)rjk}

]

= − 1

n3jnk
(nk · rji)(rjk · rji)(rji × rjk)

と計算できる. ここで, 第 2式から第 3式の展開で, rji × rji = 0であることを使用した. したがって, f3 は定

数 C3 を用いて

f3 ≡ C3(rji × rjk)

と書くことができる.

f4 = f0(rkj × fjk)の展開
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rkj × fjk = rkj ×
[
(nj · rkl)
njn3k

{(rkj · rkj)rkl − (rkj · rkl)rkj}
]

=
1

njn3k
(nj · rkl)(rkj · rkj)(rkj × rkl)

と計算できる. ここで, 第 2式から第 3式の展開で, rkj × rkj = 0であることを使用した. したがって, f4 は

定数 C4 を用いて

f4 ≡ C4(rkj × rkl)

と書くことができる.

ヴィリアルの計算

以上の展開を利用すると,

ri · F dihedral
i + rj · F dihedral

j + rk · F dihedral
k + rl · F dihedral

l

= ri · f1 + rj · {f2 − f1 − f3}+ rk · {f3 − f2 − f4}+ rl · f4

= rji · f1 + rkj · f2 + rjk · f3 + rkl · f4

= rji · {C1(rkj × rji)}+ rkj · {C2(rlk × rkj)}
+ rjk · {C3(rji × rjk)}+ rkl · {C4(rkj × rkl)}

= 0

と計算される. ここで, 全ての項において直交するベクトルの内積がゼロであることを利用した. したがって,

二面角に由来するヴィリアルはゼロである.
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4.3.10 二面角ポテンシャル: ガウス分布型

■ポテンシャル
Ugauss(ϕijkl) = ϵe−

1
2σ2 (ϕijkl−ϕ0)

2

ただし,

rji = ri − rj

rkj = rj − rk

rlk = rk − rl

nj = rji × rjk

nk = rkj × rkl

ϕijkl = −sign
[
arccos

(
nj · nk
njnk

)
, rkj · nj × nk

]
と定義する.

■力の導出 α = i, j, k, lについて, ポテンシャルを座標ベクトルで微分する. 連鎖律を使うと

Fα = −dUgauss(rij)

drα
= −dUgauss(ϕijkl)

dϕijkl

dϕijkl
drα

となる. 具体的に計算すると

dUgauss(ϕijkl)

dϕijkl
= − 1

2σ2
· 2(ϕijkl − ϕ0) · ϵe−

1
2σ2 (ϕijkl−ϕ0)

2

= − ϵ

σ2
(ϕijkl − ϕ0) · e−

1
2σ2 (ϕijkl−ϕ0)

2

を得る. また, 二面角 ϕijkl を粒子の位置ベクトル rα で微分すると, 式 (4.99), (4.100), (4.101), (4.102)より

dϕijkl
dri

= − 1

sinϕijkl
rjk ×

{
1

nj

(
nk
nk
− cosϕ

nj
nj

)}
dϕijkl
drj

= − 1

sinϕijkl

[
rkl ×

{
1

nk

(
nj
nj
− cosϕ

nk
nk

)}
+ rki ×

{
1

nj

(
nk
nk
− cosϕ

nj
nj

)}]
dϕijkl
drk

=
1

sinϕijkl

[
rji ×

{
1

nj

(
nk
nk
− cosϕ

nj
nj

)}
+ rjl ×

{
1

nk

(
nj
nj
− cosϕ

nk
nk

)}]
dϕijkl
drl

=
1

sinϕijkl
rkj ×

{
1

nk

(
nj
nj
− cosϕ

nk
nk

)}
と計算される. ここで, フーリエ級数型の二面角ポテンシャルと同じように

f0 ≡
ϵ(ϕijkl − ϕ0)
σ2 sinϕijkl

e−
1

2σ2 (ϕijkl−ϕ0)
2

fkj ≡
{

1

nj

(
nk
nk
− cosϕ

nj
nj

)}
fjk ≡

{
1

nk

(
nj
nj
− cosϕ

nk
nk

)}
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と定義すると, 各粒子 i, j, k, lにかかる力は

Fi =f0(rkj × fkj)

Fj =f0(rlk × fjk − rki × fkj)= f0(rlk × fjk − rkj × fkj − rji × fkj)

Fk =f0(rji × fkj − rlj × fjk)= f0(rji × fkj − rlk × fjk − rkj × fjk)

Fl =f0(rkj × fjk)

となる. 係数 f0 を除いてフーリエ級数型の二面角ポテンシャルと同じ表式になっていることが分かる.

■ヴィリアルの表式 力の表式が, 係数 f0 を除いてフーリエ級数型の二面角ポテンシャルと同じであるので,

フーリエ級数型の二面角ポテンシャルの時と同様の計算によって

ri · F dihedral
i + rj · F dihedral

j + rk · F dihedral
k + rl · F dihedral

l

= ri · f1 + rj · {f2 − f1 − f3}+ rk · {f3 − f2 − f4}+ rl · f4

= rji · f1 + rkj · f2 + rjk · f3 + rkl · f4

= rji · {C1(rkj × rji)}+ rkj · {C2(rlk × rkj)}
+ rjk · {C3(rji × rjk)}+ rkl · {C4(rkj × rkl)}

= 0

と計算される. 最後の式変形で, 全ての項において直交するベクトルの内積がゼロであることを利用した. この

ように, 二面角に由来するヴィリアルはガウス型のポテンシャルを用いた時も, ゼロとなることが分かった.
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4.3.11 ファンデル・ワールスポテンシャル: 12-6型

■ポテンシャル

ULJ(rij) = 4ϵij

{(
σij
rij

)12

−
(
σij
rij

)6
}

■力の導出

α = i, j について, ポテンシャルを座標ベクトルで微分する. 連鎖律を使うと

F LJ
α = −dULJ(rij)

drα
= −dULJ(rij)

drij

drij
drα

となる. 具体的に計算すると,

dULJ(rij)

dri
= 4ϵij

(
−12

σ12
ij

r13ij
+ 6

σ6
ij

r7ij

)

=
−24ϵij
rij

{
2

(
σij
rij

)12

−
(
σij
rij

)6
}

を得る. また 2点間の距離を座標ベクトル rα で微分すると, 式 (4.90), (4.91)より

drij
dri

= −rij
rij

drij
drj

=
rij
rij

であるので, 粒子 i, j に加わる力はそれぞれ

F LJ
i = −24ϵij

{
2

(
σij
rij

)12

−
(
σij
rij

)6
}

rij
r2ij

F LJ
j = 24ϵij

{
2

(
σij
rij

)12

−
(
σij
rij

)6
}

rij
r2ij

■ヴィリアルの導出

ri · F LJ
i + rj · F LJ

j = ri · F LJ
i − rj · F LJ

i

= rji · F LJ
i

= rji ·

[
−24ϵij

{
2

(
σij
rij

)12

−
(
σij
rij

)6
}

rij
r2ij

]

= 24ϵij

{
2

(
σij
rij

)12

−
(
σij
rij

)6
}
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したがって, ヴィリアルは〈
N∑
i=1

ri · F LJ
i

〉
=

〈 ∑
nonbonds

24ϵij

{
2

(
σij
rij

)12

−
(
σij
rij

)6
}〉

と計算することができる.
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4.3.12 モースポテンシャル

■ポテンシャル

Umorse(rij) = ϵ
{
1− e−α(rij−r0)

}2

■力の導出 α = i, j について, ポテンシャルを座標ベクトルで微分する. 連鎖律を使うと

Fα = −dUmorse(rij)

drα
= −dUmorse(rij)

drij

drij
drα

となる. 具体的に計算すると

dUmorse(rij)

drij
= 2ϵ

{
1− e−α(rij−r0)

}
· αe−α(rij−r0)

を得る. また 2点間の距離を座標ベクトル rα で微分すると, 式 (4.90), (4.91)より

drij
dri

= −rij
rij

drij
drj

=
rij
rij

と計算されるので, 粒子 i, j に加わる力はそれぞれ

Fi = 2ϵα
{
e−α(rij−r0) − e−2α(rij−r0)

} rij
rij

Fj = −2ϵα
{
e−α(rij−r0) − e−2α(rij−r0)

} rij
rij

と計算できる.

■ヴィリアルの導出

ri · F LJ
i + rj · F LJ

j = ri · F LJ
i − rj · F LJ

i

= rji · F LJ
i

= rji ·
[
2ϵα

{
e−α(rij−r0) − e−2α(rij−r0)

} rij
rij

]
= −2ϵαrij

{
e−α(rij−r0) − e−2α(rij−r0)

}
したがって, ヴィリアルは〈

N∑
i=1

ri · Fmorse
i

〉
=

〈 ∑
nonbonds

−2ϵαrij
{
e−α(rij−r0) − e−2α(rij−r0)

}〉

と計算することができる.



第 4章 原子間・分子間相互作用 75

4.3.13 静電ポテンシャル

■ポテンシャル

Uelec(rij) =
qiqj
4πϵ0

1

rij

■力の導出 α = i, j について, ポテンシャルを座標ベクトルで微分する. 連鎖律を使うと

F elec
α = −dUelec(rij)

drα
= −dUelec(rij)

drij

drij
drα

となる. 具体的に計算をすると,

dUelec(rij)

dri
= − qiqj

4πϵ0

1

r2ij

を得る. また 2点間の距離を座標ベクトル rα で微分すると, 式 (4.90), (4.91)より

drij
dri

= −rij
rij

drij
drj

=
rij
rij

であるので, 粒子 i, j に加わる力はそれぞれ

F elec
i = − qiqj

4πϵ0

1

r2ij

rij
rij

F elec
j =

qiqj
4πϵ0

1

r2ij

rij
rij

と計算される.

■ヴィリアルの導出

ri · F elec
i + rj · F elec

j = ri · F elec
i − rj · F elec

i

= rji · F elec
i

= rji ·

[
− qiqj
4πϵ0

1

r2ij

rij
rij

]
=

qiqj
4πϵ0rij

したがって, ヴィリアルは 〈
N∑
i=1

ri · F elec
i

〉
=

〈 ∑
nonbonds

qiqj
4πϵ0rij

〉

と計算することができる.
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第 5章

溶液中の静電相互作用

5.1 Debye–Hückel理論

5.1.1 Debye–Hückel近似の導出

解離したイオンが極性溶媒中に溶けている場合を考える. 電場と電位の関係式, ガウスの法則の微分形はそ

れぞれ

E = −∇ϕ (5.1)

∇ · ϕ = −4πρ

ϵ
(5.2)

である. これらを連立するとポアソン方程式を得る:

∇2ϕ(r) = −4πρ(r)

ϵ
(5.3)

ここで ϵは極性溶媒の平均誘電率である.

極性溶媒中に存在する電荷を Zjeを持つイオン j を考えていく. イオンの密度 ρj(r)はボルツマン分布に従

うと仮定する. 他のイオン iが作る電位を ϕi(r)とすると, 静電エネルギーは Zjeϕi(r)であることから, イオ

ンの密度 ρj(r)は

ρj(r) = ρ
(0)
j exp [−βZjeϕi(r)] (5.4)

と計算される. ここで β = 1/kBT は逆温度, ρ
(0)
j はポテンシャルがゼロの時のイオンの平均密度を表す. これ

をポアソン方程式 (5.3)に代入すると

∇2
iϕ(r) = −

4πρ(r)

ϵ

= −4π

ϵ

∑
j

(Zjeρj)

= −4π

ϵ

∑
j

Zjeρ
(0)
j exp [−βZjeϕi(r)] (5.5)

を得る. ここで,
∑
j はプラス電荷のイオンもマイナス電荷のイオンも足し合わせることを意味している. この

方程式を解析的に解くことは困難である. そこで, βZjeϕi(r) << 1であるとする近似を行う. 近似の結果, 主

要な項のみを取り出すと

∇2
iϕ(r) =

4π

ϵ

∑
j

Z2
j e

2ρ
(0)
j ϕi(r) (5.6)
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となる. ここで, デバイ長を

λdebye ≡
1

χ
(5.7)

χ2 ≡ 4π

ϵ

∑
j

Z2
j e

2ρ
(0)
j (5.8)

と定義すると, 近似したポアソン方程式は

∇2
iϕ(r) = χ2ϕi(r) (5.9)

とかける. さらに, イオンの分布は球対称であるので r 方向のみを考えると,

1

r2
d

dr

(
r2
dϕi(r)

dr

)
= χ2ϕi(r) (5.10)

となる. この微分方程式を解くために u = rϕi(r)と置くと,

d2u

dr2
= χ2u (5.11)

となる. この微分方程式は簡単に解ける. 無限遠において電位がゼロであるという境界条件を考慮すると, 微分

方程式の解は
u = A exp(−χr) (5.12)

となる. したがって, 電位は

ϕi(r) =
u

r
=
A

r
exp(−χr) (5.13)

と計算される. この式から, イオン iが作る電位はデバイ長 1/χ程度の距離で十分に減衰することが分かる. 導

出の過程で, イオンの周りには他のイオンが球対称に分布していると仮定したため, デバイ長とは電位 (あるい

は電場)を遮蔽するようなイオンの雲の厚さだと解釈することができる.

5.1.2 分子シミュレーションにおける Debye–Hückel型の静電相互作用

シミュレーションでよく用いられる Debye–Hückel 型の静電相互作用の表式を見ていく. MKSA 単位系の

とき, 静電相互作用は

Udebye
ele =

N∑
i<j

qiqj
4πϵ0ϵkrij

e−rij/λdebye (5.14)

λdebye =

(
ϵ0ϵkkBT

2NAe2I

) 1
2

(5.15)

と表される. ここで qi は電荷, ϵi は真空中での誘電率, ϵk は誘電率, NA はアボガドロ数, I はイオン強度で

ある.
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第 6章

静電相互作用の計算方法: Ewaldの方法

静電相互エネルギーは 1/r に比例し減衰が遅い相互作用であるので, その効果は長距離に及ぶ. そのため,

LJ相互作用のときのようにカットオフ半径を導入すると誤差が大きくなってしまう. Ewaldの方法 [1, 2]では

相互作用の項を実空間と逆空間に分割する. 遠方からの寄与を逆空間上で計算することで, 長距離に起因する

相互作用を切断することなく取り入れることができる. このようにして, 精度よく静電相互作用を計算できる.

しかし, Ewaldの方法では計算量は依然として O(N2)であり, 計算コストがかかる. Particle Mesh Ewald法

[3, 4]では, 逆空間上の電荷を格子点上に内挿し, 高速フーリエ変換を使用することで, 逆空間における静電相

互作用の計算量を O(N logN)に減少させる.

6.1 Ewaldの方法

ここでは, N 個の粒子から構成される系を考える. 各粒子 iは座標 ri 上に部分電荷 qi を持っているとする.

3つの基本並進ベクトル a1 = (a1x, a1y, a1z)
t, a2 = (a2x, a2y, a2z)

t, a3 = (a3x, a3y, a3z)
t で張られる平方六

面体を基本セルとして, これに応じた周期境界条件を用いることを考える. このとき, 基本セル中の粒子 j のイ

メージセルにおける位置ベクトル r′j は L = (a1 a2 a3)と, ある整数の組のベクトル n = (n1, n2, n3)
t を用

いて

r′j = rj −Ln = rj − (n1a1 + n2a1 + n3a3) (6.1)

とかけるので, 全静電相互作用のエネルギーは

Uelec(r1, r2, · · · , rN ) =
1

2

∑
n

N∑
i=1

N∑
j=1

′
qiqj
4πϵ0

ψ(|ri − r′j |) (6.2)

=
1

2

∑
n

N∑
i=1

N∑
j=1

′
qiqj
4πϵ0

ψ(|ri − rj +Ln|) (6.3)

ψ(r) =
1

r
(6.4)

となる. ここで ϵ0 は真空中の誘電率,
∑′ は n = 0の時に和から i = j の場合を除くことを意味する. 以降, 便

利のため全原子の座標をまとめて rN と書く.

ψ(r)は減衰の遅い関数であるので, ψ(r)と同程度に減衰の遅い関数 ψ0(r)を導入することで, 式 (6.3)を次
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のように書き換える.

Uelec(r
N ) = U

(1)
elec + U

(2)
elec + U

(3)
elec (6.5)

U
(1)
elec =

1

2

∑
n

N∑
i=1

N∑
j=1

′
qiqj
4πϵ0

{ψ(|ri − rj +Ln|)− ψ0(|ri − rj +Ln|)} (6.6)

U
(2)
elec =

1

2

∑
n

N∑
i=1

N∑
j=1

qiqj
4πϵ0

ψ0(|ri − rj +Ln|) (6.7)

U
(3)
elec = −

1

2

N∑
i=1

q2i
4πϵ0

ψ0(0) (6.8)

ここで, U
(1)
elec は十分早く 0に収束する関数の和となっている. よってポテンシャルカット rc まで考慮すれば満

足できる精度の計算が可能である. U
(1)
elec に ψ0(r)を導入した差分が U

(2)
elec, U

(3)
elec の項として現れている. U

(2)
elec

においては, n = 0, i = j の場合を考慮する. その差分が U
(3)
elec となっている. U

(2)
elec は周期的に並んでいる, 同

じ構造を持つ粒子系についての和である. そこで, 実空間で収束の遅い関数を逆空間で計算しようという発想

のもとで U
(2)
elec をフーリエ級数展開すると,

U
(2)
elec =

1

2

∑
n

N∑
i=1

N∑
j=1

1

(2π)3
qiqj
4πϵ0

∫
dk ψ̂0(k)e

ik·(ri−rj+Ln) (6.9)

となる. ただし, ψ̂0(k)は ψ0(r)のフーリエ変換

ψ̂0(k) =

∫
drψ0(r)e

−ik·r (6.10)

である. ここでポアンカレの和の公式∑
n

eik·Ln =
(2π)3

a1 · a2 × a3

∑
m

δ(k − 2πm) (6.11)

を用いると,

U
(2)
elec =

1

2V

N∑
i=1

N∑
j=1

qiqj
4πϵ0

∑
m

∫
dkψ̂0(k)δ(k − 2πm)eik·(ri−rj) (6.12)

=
1

2V

∑
m

ψ̂0(2πm)

N∑
i=1

N∑
j=1

qiqj
4πϵ0

e2πim·(ri−rj) (6.13)

を得る. ただし a1 · a2 × a3 = V と置き直した. 逆格子ベクトルmは, ある整数の組 (m1,m2,m3)を用いて

m = m1a
∗
1 +m2a

∗
2 +m3a

∗
3 (6.14)

a∗
1 =

a2 × a3

a1 · a2 × a3
, a∗

2 =
a3 × a1

a1 · a2 × a3
, a∗

3 =
a1 × a3

a1 · a2 × a3
(6.15)

で与えられる. ここで, aα · a∗
β = δαβ の関係がある.



第 6章 静電相互作用の計算方法: Ewaldの方法 81

以上をまとめると,

VN (rN ) = U
(1)
elec + U

(2)
elec + U

(3)
elec (6.16)

U
(1)
elec =

1

2

∑
n

N∑
i=1

N∑
j=1

′
qiqj
4πϵ0

{ψ(|ri − rj +Ln|)− ψ0(|ri − rj +Ln|)} (6.17)

U
(2)
elec =

1

2V

∑
m

ψ̂0(2πm)

N∑
i=1

N∑
j=1

qiqj
4πϵ0

e2πim·(ri−rj) (6.18)

U
(3)
elec = −

1

2

N∑
i=1

q2i
4πϵ0

ψ0(0) (6.19)

となる.

6.1.1 ψ0(r)の導出

続いて, ψ0(r)の具体的な形を求める. Ewaldの方法では, 差し引くポテンシャルエネルギーとして, ガウス

関数型の電荷分布

ρ0(r) = q′
(
α2

π

) 3
2

e−α
2r2 (6.20)

が作り出す電位 ϕ0 の中に電荷 q が置かれた時のポテンシャルエネルギーを使用する. そこでポアソン方程式

∇2ϕ0 = −ρ0
ϵ0

(6.21)

を用いて, 電位 ϕ0 を計算する. ρ0(r)が動径方向のみに依存することから, 極座標表示の動径方向のみを考え

ると, ポアソン方程式は

∂2(rϕ0)

∂r2
= − q

′

ϵ0

(
α2

π

) 3
2

re−α
2r2 (6.22)

となる. この式を 1回積分し, 適当な定数 aと積分定数 C1 を導入すると,

∂(rϕ0)

∂r
= − q

′

ϵ0

(
α2

π

) 3
2
∫ r

a

re−α
2r2dr + C1 (6.23)

となる. ガウス分布した電荷の作る電位についての境界条件

∂(rϕ0)

∂r

∣∣∣∣
r=∞

= ϕ0(∞) + r
∂ϕ0
∂r

∣∣∣∣
r=∞

= 0 (6.24)

であることから, r →∞とした時に,

C1 = − q
′

ϵ0

(
α2

π

) 3
2
∫ a

∞
re−α

2r2dr (6.25)

を得る. したがって

∂(rϕ0)

∂r
= − q

′

ϵ0

(
α2

π

) 3
2
∫ r

∞
re−α

2r2dr

= − q
′

ϵ0

(
α2

π

) 3
2
[
− 1

2α2
e−α

2r2
]r
∞

=
q′

ϵ0

α

2π
3
2

e−α
2r2 (6.26)
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と計算される. さらにもう 1度この式を積分する. 適当な定数 bと積分定数 C2 を用いると,

rϕ0 =
q′

ϵ0

α

2π
3
2

∫ r

b

e−α
2r2dr + C2 (6.27)

となる. 境界条件
rϕ0(r)|r=0 = 0 (6.28)

より, 積分定数 C2 は

C2 = − q
′

ϵ0

α

2π
3
2

∫ 0

b

e−α
2r2 (6.29)

であるので,

rϕ0(r) =
q′

ϵ0

α

2π
3
2

{∫ r

b

e−α
2r2dr +

∫ b

0

e−α
2r2dr

}

=
q′

ϵ0

α

2π
3
2

∫ r

0

e−α
2r2dr (6.30)

と計算される. さらに, 積分変数に関して αr = r
′
と変数変換を行うと,

rϕ0(r) =
q′

4πϵ0

2√
π

∫ αr

0

e−r
′2
dr′

=
q′

4πϵ0
erf(αr) (6.31)

となる. ここで, 関数 erf(αr)は誤差関数と呼ばれ,

efr(x) =
2√
π

∫ x

0

e−t
2

dt (6.32)

で定義される. 以上より電位は

ϕ0(r) =
q′

4πϵ0

erf(αr)

r
(6.33)

と求まる. ゆえに差し引くポテンシャルエネルギー ψ0(r)は

ψ0(r) =
erf(αr)

r
(6.34)

で与えられる.

6.1.2 U
(1)
elec の具体的な形と F

(1)
i の導出

■U (1)
elec の具体的な形

式 (6.34)を用いると, U
(1)
elec は

U
(1)
elec =

1

2

∑
n

N∑
i=1

N∑
j=1

′
qiqj
4πϵ0

{ψ(|ri − rj +Ln|)− ψ0(|ri − rj +Ln|)}

=
1

2

∑
n

N∑
i=1

N∑
j=1

′
qiqj
4πϵ0

{
1

|ri − rj +Ln|
− erf(α|ri − rj +Ln|)

|ri − rj +Ln|

}

=
1

2

∑
n

N∑
i=1

N∑
j=1

′
qiqj
4πϵ0

erfc(α|ri − rj +Ln|)
|ri − rj +Ln|

(6.35)



第 6章 静電相互作用の計算方法: Ewaldの方法 83

とかける. ここで, 補誤差関数

erfc(x) = 1− erf(x) =
2√
π

∫ ∞

0

e−t
2

dt (6.36)

を導入した.

■F
(1)
i の導出

ポテンシャルの位置微分から力 F
(1)
i が求まる.

∑
i

∑′

j の和について, iに関する微分が 2回出てくることに

注意して計算すると,

F
(1)
i =−

dU
(1)
elec

dri

=−
∑
n

N∑
j=1

′
qiqj
4πϵ0

[
erfc(α|ri − rj +Ln|) d

dri

{
1

|ri − rj +Ln|

}

+
1

|ri − rj +Ln|
d

dri
erfc(α|ri − rj +Ln|)

]
(6.37)

となる. 式 (6.37)の右辺第 1項目の微分は

d

dri

{
1

|ri − rj +Ln|

}
=
{
(ri − rj +Ln)

2
}− 1

2

= − (ri − rj +Ln)

|ri − rj +Ln|3
(6.38)

と計算される. また, 式 (6.37)の右辺第 2項目の微分は,

d

dri
erfc(α|ri − rj +Ln|) = d

dri

{
1− 2√

π

∫ α|ri−rj+Ln|

0

e−t
2

dt

}
(6.39)

である. x = α|ri − rj +Ln|と変数変換をすると

dx

dri
=
α (ri − rj +Ln)

|ri − rj +Ln|

であるので,

d

dri

{
1− 2√

π

∫ α|ri−rj+Ln|

0

e−t
2

dt

}
=− d

dx

{
2√
π

∫ x

0

e−t
2

dt

}
dx

dri

=
2√
π
e−x

2 α (ri − rj +Ln)

|ri − rj +Ln|

=
2α√
π
e−α

2|ri−rj+Ln|2 ri − rj +Ln

|ri − rj +Ln|

と計算される. 以上をまとめると, 力 F
(1)
i は

F
(1)
i =

∑
n

N∑
j=1

′
qiqj
4πϵ0

×
[
erfc{α|ri − rj +Ln|}
|ri − rj +Ln|2

+
2α√
π

exp{−α2|ri − rj +Ln|2}
|ri − rj +Ln|

]
ri − rj +Ln

|ri − rj +Ln|
(6.40)

から求められる.
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6.1.3 U
(2)
elec の具体的な形と F

(2)
i の導出

■U (2)
elec の具体的な形

式 (6.18)中の ψ̂0(2πm)をポアソン方程式から直接求める. 微分に対するフーリエ変換の公式∫
∇2ϕ0(r)e

−iG·rdr = −G2ϕ̂0(G) (6.41)

にポアソン方程式 (6.22)を代入すると,

ϕ̂0(2πm) =
q′

ϵ0(2πm)2

(
α2

π

) 3
2
∫
e−α

2r2e−2πim·r dr (6.42)

となる. この積分は次のように 3次元のガウス積分を実行することで

ϕ̂0(2πm) =
q′

4π2ϵ0m2

(
α2

π

) 3
2
∫

exp

[
−α2

{
r − iπm

α2

}2

− π2m2

α2

]
dr

=
q′

4π2ϵ0m2

(
α2

π

) 3
2

exp

(
−π

2m2

α2

)∫
exp

[
−α2

{
r − iπm

α2

}2
]
dr

=
q′

4π2ϵ0m2
exp

(
−π

2m2

α2

)
(6.43)

と求まる. ゆえに,

ψ̂0(r) =
4πϵ0
q′

ϕ̂0(2πm) =
1

πm2
exp

(
−π

2m2

α2

)
(6.44)

である. 以上から U
(2)
elec は以下の表式で書くことができる.

U
(2)
elec =

1

2πV

∑
m

exp(−π
2|m|2
α2 )

|m|2
N∑
i=1

N∑
j=1

qiqj
4πϵ0

e2πim·(ri−rj) (6.45)

ここで注意しなければならないのは, m = 0のとき U
(2)
elec は 1/|m|2 が原因で発散してしまうことである. そ

のため, m = 0は無視をしなければならない. もし
∑
i qi = 0, つまり系が中性であるならばm = 0の項を消

すことができる. Ewald法を使用する際には, 余分な電荷を付け加えるなどをして系を中性化することに気を

つけなければならない.

数値計算を行う際には, U
(2)
elec を三角関数を用いて書き下した形を使う方が便利である. オイラーの公式を用

いて指数関数を

e2πim·(ri−rj) = cos {2πm · (ri − rj)}+ i sin {2πm · (ri − rj)} (6.46)

と展開する.
∑

m において m = −m′ のような符号の異なる逆格子ベクトルのペアについては

sin {2πm · (ri − rj)}の項が打ち消しあうため,

U
(2)
elec =

1

2πV

∑
m

exp(−π
2|m|2
α2 )

|m|2
N∑
i=1

N∑
j=1

qiqj
4πϵ0

cos {2πm · (ri − rj)} (6.47)

と表すことができる. 更に, 三角関数の加法定理を使うと
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N∑
i=1

N∑
j=1

qiqj cos {2πm · (ri − rj)}

=

N∑
i=1

N∑
j=1

qiqj {cos (2πm · ri) cos (2πm · rj) + sin (2πm · ri) sin (2πm · rj)}

=

N∑
i=1

qi cos (2πm · ri)
N∑
j=1

qj cos (2πm · rj) +
N∑
i=1

qi sin (2πm · ri)
N∑
j=1

qj sin (2πm · rj)

=

{
N∑
i=1

qi cos (2πm · ri)

}2

+

{
N∑
i=1

qi sin (2πm · ri)

}2

(6.48)

であるので,

U
(2)
elec =

1

2πV (4πϵ0)

∑
m

exp(−π
2|m|2
α2 )

|m|2

×

{ N∑
i=1

qi cos (2πm · ri)

}2

+

{
N∑
i=1

qi sin (2πm · ri)

}2
 (6.49)

と書き下せる. この形式では, あらかじめ
∑
qi cos(2πm · ri)と

∑
qi sin(2πm · ri) を計算しておくことがで

きるため, 計算コストを削減することができる.

■F
(2)
i の導出

式 (6.45)を座標で微分する.
∑
i

∑′
j に iに関する微分が 2回出てくることに注意すると,

F
(2)
i =

dU
(2)
elec

dri

=− 2

2πV

∑
m

exp(−π
2|m|2
α2 )

|m|2
N∑
j=1

qiqj
4πϵ0

(2πim)e2πim·(ri−rj)

=
2

V

∑
m

im

|m|2
exp

(
−π

2|m|2

α2

) N∑
j=1

qiqj
4πϵ0

e2πim·(ri−rj) (6.50)

と求められる. 更に, オイラーの公式を用いて指数関数を展開すると,

F
(2)
i =

2

V

∑
m

im

|m|2
exp

(
−π

2|m|2

α2

) N∑
j=1

qiqj
4πϵ0

sin {2πim · (ri − rj)} (6.51)

と変形できる. これは式 (6.47)を微分した形と同じである. ここで, 三角関数の加法定理

N∑
j=1

qiqj sin {2πm · (ri − rj)}

=qi sin(2πm · ri)
N∑
j=1

qj cos(2πm · rj)− qi cos(2πm · ri)
N∑
j=1

qj sin(2πm · rj) (6.52)
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を用いることで,

F
(2)
i =

2

V (4πϵ0)

∑
m

im

|m|2
exp

(
−π

2|m|2

α2

)

×

qi sin(2πm · ri) N∑
j=1

qj cos(2πm · rj)− qi cos(2πm · ri)
N∑
j=1

qj sin(2πm · rj)

 (6.53)

と変形することができる.

6.1.4 U
(3)
elec の具体的な形と F

(3)
i の導出

■U (3)
elec の具体的な形

誤差関数のべき級数展開は

erf(x) =
2√
π

∞∑
n=0

(−1)nx2n+1

n!(2n+ 1)
=

2√
π

(
x− x3

3
+ · · ·

)
(6.54)

であるので,

ψ0(0) =
erf(x)

r

∣∣∣∣
r=0

=
2√
π

αr − 1
3 (αr)

3 + · · ·
r

∣∣∣∣
r=0

=
2α√
π

(6.55)

と計算される. これを式 (6.19)に代入することで, U
(3)
elec の表式

U
(3)
elec = −

α√
π

N∑
i=1

q2i
4πϵ0

(6.56)

が求まる.

■F
(3)
i の導出

U
(3)
elec が座標に依存しないことから

F
(3)
i = 0 (6.57)

となる.



第 6章 静電相互作用の計算方法: Ewaldの方法 87

6.1.5 Ewald法による静電ポテンシャル項と力の計算のまとめ

以上で導出してきた結果をまとめる.

U
(1)
elec =

1

2

∑
n

N∑
i=1

N∑
j=1

′
qiqj
4πϵ0

erfc(α|ri − rj +Ln|)
|ri − rj +Ln|

U
(2)
elec =

1

2πV

∑
m

exp(−π
2|m|2
α2 )

|m|2
N∑
i=1

N∑
j=1

qiqj
4πϵ0

e2πim·(ri−rj)

=
1

2πV

∑
m

exp(−π
2|m|2
α2 )

|m|2
N∑
i=1

N∑
j=1

qiqj
4πϵ0

cos {2πm · (ri − rj)}

=
1

2πV (4πϵ0)

∑
m

exp(−π
2|m|2
α2 )

|m|2

{ N∑
i=1

qi cos (2πm · ri)

}2

+

{
N∑
i=1

qi sin (2πm · ri)

}2


U
(3)
elec =−

α√
π

N∑
i=1

q2i
4πϵ0

F
(1)
i =

∑
n

N∑
j=1

′
qiqj
4πϵ0

×
[
erfc{α|ri − rj +Ln|}
|ri − rj +Ln|2

+
2α√
π

exp{−α2|ri − rj +Ln|2}
|ri − rj +Ln|

]
ri − rj +Ln

|ri − rj +Ln|

F
(2)
i =− 2

V

∑
m

im

|m|2
exp

(
−π

2|m|2

α2

) N∑
j=1

qiqj
4πϵ0

e2πim·(ri−rj)

F
(3)
i =0
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6.2 Particle Mesh Ewald(PME)法

6.2.1 PMEの数学的基礎:離散フーリエ変換

K1,K2,K3 を正の整数とする. 0 ≤ kα < Kα について複素数の値を持つ配列 A(k1, k2, k3)を考える. この

時, 離散フーリエ変換 F と逆離散フーリエ変換 F−1 は

F(A)(m1,m2,m3) =

K1−1∑
k1=0

K2−1∑
k2=0

K3−1∑
k3=0

A(k1, k2, k3)

× exp

[
2πi

(
m1k1
K1

+
m2k2
K2

+
m3k3
K3

)]
(6.58)

F−1(A)(m1,m2,m3) =
1

K1K2K3

K1−1∑
l1=0

K2−1∑
l2=0

K3−1∑
l3=0

A(l1, l2, l3)

× exp

[
−2πi

(
m1l1
K1

+
m2l2
K2

+
m3l3
K3

)]
(6.59)

とかかれる. 定義より,
F−1 [F(A)] = F

[
F−1(A)

]
= A (6.60)

が成立する. 数値計算の便利のため, 以下の表記を導入する.

F̂−1(A) = K1K2K3F−1(A)(m1,m2,m3) (6.61)

フーリエ変換について以下の恒等式が成立する.

A ∗B = F
[
F−1(A ∗B)

]
= K1K2K3F

[
F−1(A) · F−1(B)

]
(6.62)

ここで, A ∗B は畳み込みであり,

A ∗B(j1, j2, j3) =

K1−1∑
k1=0

K2−1∑
k2=0

K3−1∑
k3=0

A(j1 − k1, j2 − k2, j3 − k3) ·B(k1, k2, k3) (6.63)

と計算される.

6.2.2 PMEの数学的基礎:B-spline関数

任意の実数 uに対して, 0次の B-spline関数を

M l
1(u) =

{
1, u ∈ (l, l + 1]

0, u /∈ (l, l + 1]
(6.64)

と定義する. ここで, l は 0 以上の整数とする. 2 よりも大きい自然数 n に対して, n − 1 次の B-spline 関数

M l
n(u)は次の漸化式で定義される.

M l
n(u) =

u− l
n− 1

M l
n−1(u) +

−u+ n+ l

n− 1
M l+1
n−1(u) (6.65)

=
u− l
n− 1

M l
n−1(u) +

−u+ n+ l

n− 1
M l
n−1(u− 1) (6.66)

B-spline関数は以下の性質を持つ.
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1. l ≤ u ≤ l + nでM l
n(u) > 0である. u < l, l + n < uではM l

n(u) = 0となる.

2. M l
n(u) =M l

n(l + n− u)である.

3.
∑∞
j=−∞M l

n(u− j) = 1である.

また n > 2に対する B-spline関数の微分は,

d

du
M l
n(u) =M l

n−1(u)−M l+1
n−1(u) (6.67)

=M l
n−1(u)−M l

n−1(u− 1) (6.68)

のように, 解析的に求めることができる. この解析微分の式は式 (6.65)を使えば, 数学的帰納法により示すこ

とができる.

6.2.3 PME法

PME法では U
(2)
elec を以下のように書き直す.

U
(2)
elec =

1

2πV

∑
m

exp(−π2|m|2/α2)

|m|2
N∑
i=1

N∑
j=1

qiqj
4πϵ0

e2πim·(ri−rj)

=
1

2πV (4πϵ0)

∑
m

exp(−π2|m|2/α2)

|m|2
S(m)S(−m) (6.69)

ここで,

S(m) ≡ S(m1,m2,m3) =

N∑
i=1

qie
2πm·ri (6.70)

を定義した. S(m)は構造因子と呼ばれ, 電荷密度 ρ(r) =
∑N
j=1 qjδ(r − rj)のフーリエ変換に相当する. さら

に, 座標 rj に位置する点電荷 qj について, 正の整数K1,K2,K3 を用いて逆格子空間における座標

uαj = Kαa
∗
α · rj for α = 1, 2, 3 (6.71)

を定義する. 周期境界条件のため uαj の定義域は 0 ≤ uαj < Kα となる. この逆格子空間上における座標を用

いると, 構造因子は

S(m) =

N∑
j=1

qje
2πim·rj

=

N∑
j=1

qje
2πi(m1a

∗
1+m2a

∗
2+m3a

∗
3)·rj

=

N∑
j=1

qj exp

(
2πi

m1u1j
K1

)
exp

(
2πi

m2u2j
K2

)
exp

(
2πi

m3u3j
K3

)
(6.72)

と書き直せる. nが偶数であれば, B-spline関数M0
n(u)を用いて

exp

(
2πi

mα

Kα
uα

)
≈ bα(mα)

∞∑
k=−∞

M0
n(uα − k) exp

(
2πi

mα

Kα
k

)
(6.73)

bα(mα) = exp

{
2πi(n− 1)

mα

Kα

}[n−2∑
k=0

M0
n(k + 1) exp

(
2πi

mα

Kα
k

)]−1

(6.74)
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と展開することができる. この展開を用いると構造因子 S(m)は

S(m) =

N∑
j=1

qjb1(m1)b2(m2)b3(m3)

×
∞∑

k1=−∞

∞∑
k2=−∞

∞∑
k3=−∞

M0
n(u1j − k1)M0

n(u2j − k2)M0
n(u3j − k3)

× exp

(
2πi

m1

K1
k1

)
exp

(
2πi

m2

K2
k2

)
exp

(
2πi

m3

K3
k3

)
=

N∑
j=1

qjb1(m1)b2(m2)b3(m3)

K1−1∑
k1=0

K2−1∑
k2=0

K3−1∑
k3=0

∑
n1,n2,n3

×M0
n(u1j − k1 − n1K1)M

0
n(u2j − k2 − n2K2)M

0
n(u3j − k3 − n3K3)

× exp

(
2πi

m1

K1
k1

)
exp

(
2πi

m2

K2
k2

)
exp

(
2πi

m3

K3
k3

)
(6.75)

と変形できる. 逆空間に内挿された点電荷を

Q(k) ≡ Q(k1, k2, k3) =

N∑
j=1

qj
∑

n1,n2,n3

M0
n(u1j − k1 − n1K1)

×M0
n(u2j − k2 − n2K2)M

0
n(u3j − k3 − n3K3) (6.76)

と定義すると,

S(m) = b1(m1)b2(m2)b3(m3)

K1−1∑
k1=0

K2−1∑
k2=0

K3−1∑
k3=0

×Q(k) exp

(
2πi

m1

K1
k1

)
exp

(
2πi

m2

K2
k2

)
exp

(
2πi

m3

K3
k3

)
= b1(m1)b2(m2)b3(m3)F(Q)(m) (6.77)

のように離散フーリエ変換 F を用いて構造因子 S(m)を表すことができる. さらに, bα(mα)と bα(−mα)が

複素共役であることを用いて,

B(m) ≡ B(m1,m2,m3) = |b1(m1)|2|b2(m2)|2|b3(m3)|2 (6.78)

を定義すると,

S(m)S(−m) = B(m)F(Q)(m)F(Q)(−m)

= B(m)|F(Q)(m)|2

= B(m)|F̂−1(Q)(m)|2

である. 第 1式から第 2式の変形おいて, F (Q)(m)と F (Q)(−m) が複素共役であることを使用した. すると,

式 (6.69)は

U
(2)
elec =

1

2πV (4πϵ0)

∑
m

exp(−π2|m|2/α2)

|m|2
B(m)S(m)S(−m)

=
1

2πV (4πϵ0)

K1−1∑
m1=0

K2−1∑
m2=0

K3−1∑
m3=0

C(m)B(m)|F̂−1(Q)(m)|2 (6.79)
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と計算される. ただし,

C(m) = C(m1,m2,m3) =
exp(−π2|m|2/α2)

|m|2
for m ̸= 0, C(0, 0, 0) = 0 (6.80)

を定義した. ただし, m ≡ m′
1a

∗
1 +m′

2a
∗
2 +m′

3a
∗
3 であり, m′

i は 0 ≤ mi ≤ Ki/2の範囲で m′
i = mi, その他

の範囲ではm′
i = mk −Ki となる.

続いて力の表式を求める. 座標 rj で微分すると,

F
(2)
j = − 1

2πV (4πϵ0)

∑
m

C(m)B(m)

×
{
∂F(Q)(m)

∂rj
F(Q)(−m) + F(Q)(m)

∂F(Q)(−m)

∂rj

}
= − 1

πV (4πϵ0)

∑
m

C(m)B(m)

{∑
k

∂Q(k)

∂rj

∑
l

Q(l)e2πi
m
K ·(k−l)

}

= − 1

πV (4πϵ0)

∑
k

∂Q(k)

∂rj

∑
l

Q(l)
∑
m

C(m)B(m)e2πi
m
K ·(k−l)

= − 1

πV (4πϵ0)

∑
k

∂Q(k)

∂rj

∑
l

Q(l)F(B · C)(k − l)

= − 1

πV (4πϵ0)

K1−1∑
k1=0

K2−1∑
k2=0

K3−1∑
k3=0

∂Q(k)

∂rj
{F(B · C) ∗Q} (k1, k2, k3) (6.81)

と変形される. 第 3式から第 4式でmに関するフーリエ変換の定義式, 続く第 4式から第 5式において畳み込

みの定義を用いた. さらに, フーリエ変換と畳み込みの関係式 (6.62)を用いると,

F(B · C) ∗Q = K1K2K3F
[
F−1F(B · C) · F−1(Q)

]
= K1K2K3F

[
B · C · F−1(Q)

]
= F

[
B · C · F̂−1(Q)

]
(6.82)

であるので,

F
(2)
j = − 1

πV (4πϵ0)

K1−1∑
k1=0

K2−1∑
k2=0

K3−1∑
k3=0

∂Q(k)

∂rj
F
[
B · C · F̂−1(Q)

]

= − 1

πV (4πϵ0)

K1−1∑
k1=0

K2−1∑
k2=0

K3−1∑
k3=0

{
3∑

α=1

∂Q(k)

∂uαj

∂uαj
∂rj

}
F
[
B · C · F̂−1(Q)

]
(6.83)

と計算される. ここで, B-spline関数の解析的微分の公式 (6.67)を用いると,

∂Q(k)

∂uαj

∣∣∣∣
α=1

=

N∑
j=1

∑
n1,n2,n3

qj
∂M0

n(u1j − k1 − n1K1)

∂u1j

×M0
n(u2j − k2 − n2K2)M

0
n(u3j − k3 − n3K3)

=

N∑
j=1

∑
n1,n2,n3

qj
{
M0
n−1(u1j − k1 − n1K1)−M0

n−1(u1j − k1 − n1K1 − 1)
}

×M0
n(u2j − k2 − n2K2)M

0
n(u3j − k3 − n3K3) (6.84)

と計算される. また, 式 (6.71)より

uαj = Kαa
∗
α · rj = Kα(a

∗
α1rj1 + a∗α2rj2 + a∗α3rj3) (6.85)
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であるので,

∂uαj
∂rj

=

[
∂uαj
∂rj1

,
∂uαj
∂rj2

,
∂uαj
∂rj3

]t
= [Kαa

∗
α1, Kαa

∗
α2, Kαa

∗
α3]

t
= Kαa

∗
α (6.86)

と求まる. これより,

∂Q(k)

∂rj
=

N∑
j=1

qj

[
K1a

∗
1

∑
n1,n2,n3

{
M0
n−1(u1j − k1 − n1K1)−M0

n−1(u1j − k1 − n1K1 − 1)
}

×M0
n(u2j − k2 − n2K2)M

0
n(u3j − k3 − n3K3)

+ K2a
∗
2

∑
n1,n2,n3

{
M0
n−1(u2j − k2 − n2K2)−M0

n−1(u2j − k2 − n2K2 − 1)
}

×M0
n(u1j − k1 − n1K1)M

0
n(u3j − k3 − n3K3)

+ K3a
∗
3

∑
n1,n2,n3

{
M0
n−1(u3j − k3 − n3K3)−M0

n−1(u3j − k3 − n3K3 − 1)
}

×M0
n(u1j − k1 − n1K1)M

0
n(u2j − k2 − n2K2)

]
(6.87)

と計算される.

6.2.4 PME法を用いた計算手順

Step 0 シミュレーションを始める前にあらかじめ, 式 (6.74),(6.80)から C(m1,m2,m3)と |bα(mα)|2 を計
算する.

これらを用いて, B(m1,m2,m3) · C(m1,m2,m3)を計算する.

Step 1 式 (6.76) を用いて, 配列 Q(k1, k2, k3) を計算する. B-spline 関数 Mn(u) は 0 < u < n のみで値

を持つ関数である. そのため, 粒子 j の持つ電荷 qj を各グリッド上に配分する際には, j = 1 · · ·N ,

α = 1, 2, 3, l = 0, · · · , n に対してMn(uαj − l)を計算すれば十分である.

Step 2 Q(k1, k2, k3)の配列を逆フーリエ変換することで F̂−1(Q)(m1,m2,m3)を求める.

Step 3 Step 2で求めた F̂−1(Q)(m1,m2,m3)と Step 0で求めたB(m1,m2,m3) ·C(m1,m2,m3)を用いる

ことで, 式 (6.79)から逆空間からの静電相互作用ポテンシャルエネルギーを計算することができる.

Step 4 B(m1,m2,m3) ·C(m1,m2,m3) · F̂−1(Q)を離散フーリエ変換する. これを, 式 (6.83)に代入するこ

とで逆空間に由来する静電相互作用力を計算することができる.
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6.3 Particle Mesh Ewald法を実装をした時のメモ

6.3.1 平行六面体セルの数学的基礎

6.3.2 分子系に対する Ewald法の表式

実際の分子系に対して LJ 相互作用や静電相互作用の計算では, 2 つ隣までの原子との相互作用 (いわゆる

1-2, 1-3相互作用)を取り除くことがある. 1-2, 1-3相互作用の原子ペア (i, j)の集合 (Masked pairlist)をM

と書く. 式 (6.3)には, このような相互作用も含まれているので,
∑

(i,j)∈M qiqj/|ri − rj | を実空間, 逆空間ポ

テンシャルから計算されるエネルギーから差し引かなくてはいけない. さらに, 1-4相互作用に対する静電相互

作用はスケール倍されることがある. このスケールファクターを sとする. このような場合, Ewald法による

静電ポテンシャル項と力は以下のように修正される.

U
(1)
elec =

1

2

∑
n

N∑
i=1

N∑
j=1

∗
qiqj
4πϵ0

s− erf(α|ri − rj +Ln|)
|ri − rj +Ln|

(6.88)

U
(2)
elec =

1

2πV

∑
m

exp(−π
2|m|2
α2 )

|m|2
N∑
i=1

N∑
j=1

qiqj
4πϵ0

e2πim·(ri−rj) (6.89)

U
(3)
elec =−

1

2

∑
(i,j)∈M

qiqj
4πϵ0

erf(α|ri − rj |)
|ri − rj |

− α√
π

N∑
i=1

q2i
4πϵ0

(6.90)

F
(1)
i =

∑
n

N∑
j=1

∗
qiqj
4πϵ0

×
[
s− erf{α|ri − rj +Ln|}

|ri − rj +Ln|2
+

2α√
π

exp{−α2|ri − rj +Ln|2}
|ri − rj +Ln|

]
× ri − rj +Ln

|ri − rj +Ln|
(6.91)

F
(2)
i =− 2

V

∑
m

im

|m|2
exp

(
−π

2|m|2

α2

) N∑
j=1

qiqj
4πϵ0

e2πim·(ri−rj) (6.92)

F
(3)
i =

∑
(i,j)∈M

qiqj
4πϵ0

[
−erf{α|ri − rj |}

|ri − rj |2
+

2α√
π

exp{−α2|ri − rj |2}
|ri − rj |

]
ri − rj
|ri − rj |

(6.93)

式 (6.88)の ∗は n = 0における i = j の場合, あるいは (i, j) ∈M の場合の項を取り除くことを意味する.

6.3.3 実空間の計算について

■実空間の表式

実空間に由来する静電相互作用は, 多くの場合単位セル内で収束してしまう. このように実空間の相互作用
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を単位セル内のみで計算される時は

U
(1)
elec =

1

2

∑
n

N∑
i=1

N∑
j=1

∗
qiqj
4πϵ0

s− erf(α|ri − rj +Ln|)
|ri − rj +Ln|

=
∑

nonbond

qiqj
4πϵ0

s− erf(α|ri − rj |)
|ri − rj |

と書き直すことができる.

|ri − rj |を無次元化した座標を用いて計算することを考える. 無次元化した座標 r̃i を以下のように定める.

ri =

 xi
yi
zi

 = (a1,a2,a3)

 ξi
ηi
ζi

 ≡ Lr̃i (6.94)

ここで計量テンソル

LtL =

 a1 · a1 a1 · a2 a1 · a3

a2 · a1 a2 · a2 a2 · a3

a3 · a1 a3 · a2 a3 · a3

　 ≡ G (6.95)

を定めると,

|ri − rj | = |L(r̃i − r̃j)|

=
{
(r̃i − r̃j)

tLtL(r̃i − r̃j)
} 1

2

=
{
G11ξ

2
ji +G22η

2
ji +G33ζ

2
ji + 2(G12ξjiηji +G13ξjiζji +G23ηjiζji)

} 1
2 (6.96)

と原子間の距離を計算することができる.

■単位セルが立方体の時

単位セルが 1辺の長さが Lの立方体の時, 計量テンソルは

G =

 L2 0 0
0 L2 0
0 0 L2


であるので,

erfc (α|ri − rj |)
|ri − rj |

=
erfc

{
αL
(
ξ2ji + η2ji + ζ2ji

) 1
2

}
αL
(
ξ2ji + η2ji + ζ2ji

) 1
2

=
erfc

{
κ
(
ξ2ji + η2ji + ζ2ji

) 1
2

}
κ
(
ξ2ji + η2ji + ζ2ji

) 1
2

とかける.

6.3.4 PMEを用いた逆空間の静電相互作用の計算アルゴリズム

PMEを用いて逆空間の静電ポテンシャルと力を計算する手順を示す.

■Step 0-1 B(m1,m2,m3)の計算

B(m1,m2,m3) = |b1(m1)|2|b2(m2)|2|b3(m3)|2
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ここで, 0 ≤ mα ≤ Kα − 1であり,

bα(mα) = exp

{
2πi(n− 1)

mα

Kα

}[n−2∑
k=0

M0
n(k + 1) exp

(
2πi

mα

Kα
k

)]−1

で求められる. オイラーの公式を用いて指数関数を三角関数で書き直すと,

bα(mα) =
cos
{
2πmα

Kα
(n− 1)

}
+ i sin

{
2πmα

Kα
(n− 1)

}
∑n−2
k=0 M

0
n(k + 1) cos

(
2πmα

Kα
k
)
+ i
∑n−2
k=0 M

0
n(k + 1) sin

(
2πmα

Kα
k
)

であるので,

|bα(mα)|2 =

{n−2∑
k=0

M0
n(k + 1) cos

(
2π
mα

Kα
k

)}2

+

{
n−2∑
k=0

M0
n(k + 1) sin

(
2π
mα

Kα
k

)}2
−1

と計算される.

■Step 0-2 C(m1,m2,m3)の計算

C(m) = C(m1,m2,m3) =
exp(−π2|m|2/α2)

|m|2
for m ̸= 0, C(0, 0, 0) = 0

m ≡ m′
1a

∗
1 + m′

2a
∗
2 + m′

3a
∗
3 であり, m′

i は 0 ≤ mi ≤ Ki/2 の範囲で m′
i = mi, その他の範囲では

m′
i = mk −Ki である.

したがってm2 は

m2 = (m′
1a

∗
1 +m′

2a
∗
2 +m′

3a
∗
3)(m

′
1a

∗
1 +m′

2a
∗
2 +m′

3a
∗
3)

= m′2
1 a

∗
1 · a∗

1 +m′2
2 a

∗
2 · a∗

2 +m′2
3 a

∗
3 · a∗

3

+ 2(m′2
1 m

′2
2 a

∗
1 · a∗

2 +m′2
1 m

′2
3 a

∗
1 · a∗

3 +m′2
2 m

′2
3 a

∗
2 · a∗

3)

と計算される.

単位ユニットが 1辺 Lの立方体の時

逆格子ベクトルが

a∗
α =

1

L
(1, 0, 0)t

であるので

m2 =
1

L2
(m′2

1 +m′2
2 +m′2

3 )
2

と求められる. ゆえに C(m)は

1

πV
C(m1,m2,m3) =

1

πV

exp
{
π2(m′2

1 +m′2
2 +m′2

3 )
2/(αL)2

}
(m′2

1 +m′2
2 +m′2

3 )/L
2

=
1

πL

exp
{
π2(m′2

1 +m′2
2 +m′2

3 )
2/κ2

}
m′2

1 +m′2
2 +m′2

3

と計算される. このような表式を使用すると, Lに依存しない形になる (つまり無次元化されている). したがっ

て Andersenの方法のような立方体のシミュレーションボックスの圧力を制御するときに, 体積変化のたびに

C(m1,m2,m3)を更新する必要がなくなる.
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■Step 0-3 B · C(m1,m2,m3)の計算

Step 0-1, Step 0-2で計算した B(m1,m2,m3)と C(m1,m2,m3)から, B · C(m1,m2,m3)を計算する.

■Step 1 uαj の計算

uαj = Kαa
∗
α · rj = Kαa

∗
α ·Lr̃j = Kαa

∗
α · (ξja1 + ηja2 + ζja3)

であるので, スケールされた座標系 r̃j = (ξj , ηj , ζj)を用いて

u1j = K1ξj

u2j = K2ηj

u3j = K3ζj

と計算できる.

■Step 2 Q(k1, k2, k3)の計算

Q(k) ≡ Q(k1, k2, k3) =
N∑
j=1

qj
∑

n1,n2,n3

M0
n(u1j − k1 − n1K1)

×M0
n(u2j − k2 − n2K2)M

0
n(u3j − k3 − n3K3)

ここでM0
n は B-Spline関数である.

B-Spline 関数 M0
n(u) の定義域は 0 ≤ u ≤ n であるので, M0

n(uαj − kα − nαKα) の定義域は 0 ≤
uαj − kα − nαKα ≤ nとなる. したがって

− n ≤ kα + nαKα − uα≤ 0

− n+ uαj≤ kα + nαKα ≤ uαj (6.97)

と変化される. uαj の定義域は 0 ≤ uαj ≤ Kα であることから,

−n < kα + nαKα ≤ Kα (6.98)

という不等式を得る. これより nα = −1, 0 を考えれば十分であることが分かる. 逆格子空間における座

標 uαj を整数部分 uintαj と小数部分 ufracαj に分割する. B-spline 関数の定義域を考えれば, 粒子 j の電荷は

kα = uintαj , u
int
αj − 1, · · · , uintαj − (n− 1) のみに内挿されることが分かる.

■Step 3 Q(k1, k2, k3)のフーリエ変換を実行

F̂−1(Q)(m1,m2,m3) =

K1−1∑
k1=0

K2−1∑
k2=0

K3−1∑
k3=0

Q(k1, k2, k3)e
−2πi

(
m1
K1

k1+
m2
K2

k2+
m3
K3

k3
)

を計算する

■Step 4 逆空間におけるポテンシャル U
(2)
elec の計算

F̂−1(Q)(m)と Step 0で求めた B · C(m)を用いることで, 逆空間からの静電ポテンシャルを

Uelec(2) =
1

2πV (4πϵ0)

K1−1∑
m1=0

K2−1∑
m2=0

K3−1∑
m3=0

B · C(m1,m2,m3)|F̂−1(Q)(m1,m2,m3)|2

と計算することができる.
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■Step 4 逆空間に由来する力 F
(2)
j の計算

B · C · F̂−1(Q)をフーリエ変換した F
{
B · C · F̂−1(Q)

}
を計算することで, 逆空間の静電相互ポテンシャ

ルに由来する力を計算することができる.

F
(2)
j = − 1

πV (4πϵ0)

K1−1∑
k1=0

K2−1∑
k2=0

K3−1∑
k3=0

∂Q(k)

∂rj
F
[
B · C · F̂−1(Q)

]
(6.99)

ここで,

∂Q(k)

∂rj
=

N∑
j=1

qj

[
K1a

∗
1

∑
n1,n2,n3

{
M0
n−1(u1j − k1 − n1K1)−M0

n−1(u1j − k1 − n1K1 − 1)
}

×M0
n(u2j − k2 − n2K2)M

0
n(u3j − k3 − n3K3

+ K2a
∗
2

∑
n1,n2,n3

{
M0
n−1(u2j − k2 − n2K2)−M0

n−1(u2j − k2 − n2K2 − 1)
}

×M0
n(u1j − k1 − n1K1)M

0
n(u3j − k3 − n3K3)

+ K3a
∗
3

∑
n1,n2,n3

{
M0
n−1(u3j − k3 − n3K3)−M0

n−1(u3j − k3 − n3K3 − 1)
}

×M0
n(u1j − k1 − n1K1)M

0
n(u2j − k2 − n2K2)

]
(6.100)

と計算される.

単位セルが 1辺の長さ Lの立方体の時

∂uαj
∂rj

= Kαa
∗
α

であるので,

∂u1j
∂rj

=
K1

L

 1
0
0

 ,
∂u2j
∂rj

=
K2

L

 0
1
0

 ,
∂u3j
∂rj

=
K3

L

 0
0
1


と計算される.
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6.4 付録

6.4.1 B-spline関数の具体例

1次の B-spline関数

M l
2(u) =


u− l, u ∈ (l, l + 1]

2− (u− l), u ∈ (l + 1, l + 2]

0, u /∈ (l, l + 2]

(6.101)

2次の B-spline関数

M l
3(u) =


1
2 (u− l)

2, u ∈ (l, l + 1]

−(u− l)2 + 3(u− l)− 3
2 , u ∈ (l + 1, l + 2]

1
2{(u− l)− 3}2, u ∈ (l + 2, l + 3]

0, u /∈ (l, l + 3]

(6.102)

3次の B-spline関数

M l
4(u) =



1
6 (u− l)

3, u ∈ (l, l + 1]
1
6{−3(u− l)

3 + 12(u− l)2 − 12(u− l) + 4}, u ∈ (l + 1, l + 2]
1
6{3(u− l)

3 − 24(u− l)2 − 60(u− l)− 44}, u ∈ (l + 2, l + 3]

− 1
6{(u− l)− 4}2, u ∈ (l + 3, l + 4]

0, u /∈ (l, l + 4]

(6.103)
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6.4.2 B-spline関数の解析微分の証明

数学的帰納法によって証明できる. まず n = 3の時,

d

du
M l

3(u) =


u− l, u ∈ (l, l + 1]

−2(u− l) + 3, u ∈ (l + 1, l + 2]

(u− l)− 3, u ∈ (l + 2, l + 3]

0, u /∈ (l, l + 3]

(6.104)

と計算できる.

M l
2(u) =


u− l, u ∈ (l, l + 1]

2− (u− l), u ∈ (l + 1, l + 2]

0, u /∈ (l, l + 2]

(6.105)

かつ,

M l+1
2 (u) =


u− (l + 1), u ∈ (l + 1, l + 2]

2− {u− (l + 1)}, u ∈ (l + 2, l + 3]

0, u /∈ (l + 1, l + 3]

(6.106)

であるので, n = 3の時

d

du
M l

3(u) =M l
2(u)−M l+1

2 (u) (6.107)

が成立. 一般の nについて式 (6.67)が成り立つと仮定する. 漸化式 (6.65)より,

M l
n+1(u) =

u− l
n

M l
n(u) +

−u+ n+ l + 1

n
M l+1
n (u) (6.108)
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となる. uについて微分すると,

d

du
M l
n+1(u) =

d

du

{
u− l
n

M l
n(u) +

−u+ n+ l + 1

n
M l+1
n (u)

}

=
1

n
M l
n(u) +

u− l
n

dM l
n(u)

du
− 1

n
M l+1
n (u) +

−u+ n+ l + 1

n

dM l+1
n (u)

du

=
1

n
M l
n(u)−

1

n
M l+1
n (u)

+
u− l
n
{M l

n−1 −M l+1
n−1(u)}+

−u+ n+ l + 1

n
{M l+1

n−1 −M
l+2
n−1(u)}

=
1

n
M l
n(u)−

1

n
M l+1
n (u)

+
1

n

{
(u− l)M l

n−1(u) + (−u+ n+ l)M l+1
n−1(u)− nM

l+1
n−1(u)

}
+

1

n

{
−(u− n− l − 1)M l+1

n−1(u)− (−u+ n+ l + 1)M l+2
n−1(u)

}

=
1

n
M l
n(u)−

1

n
M l+1
n (u)

+
n− 1

n

{
u− l
n− 1

M l
n−1(u) +

−u+ n+ l

n− 1
M l+1
n−1(u)

}
− n− 1

n

{
−u− (l + 1)

n− 1
M l+1
n−1(u)−

−u+ n+ (l + 1)

n− 1
M l+2
n−1(u)

}

=
1

n
M l
n(u)−

1

n
M l+1
n (u) +

n− 1

n
M l
n(u)−

n− 1

n
M l+1
n

= M l
n(u)−M l+1

n (u)

以上より,
d

du
M l
n(u) =M l

n−1(u)−M l+1
n−1(u)

が成立.
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第 7章

運動方程式の時間発展

本章では, 分子シミュレーションにおいて運動方程式を数値的に解くためのアルゴリズムについて述べる

[1, 2]. また, 運動方程式の数値積分のアルゴリズムを系統的に導くのに有用な時間発展演算子法と, その応用

例である時間反転多時間刻み法 [3]を取り上げる.

7.1 時間積分のアルゴリズム

ミクロカノニカルアンサンブルにおける運動方程式

v̇i =
Fi
mi

(7.1)

ṙi = vi (7.2)

の微分を差分におきかえることで, この運動方程式を数値的に解く.

7.1.1 運動方程式の差分化: オイラー法, 修正オイラー法

オイラー法

座標と運動量を ∆tに関してテイラー展開を行う.

ri(t+∆t) = ri(t) + ṙi(t)∆t+O((∆t)2) (7.3)

vi(t+∆t) = vi(t) + v̇i(t)∆t+O((∆t)2) (7.4)

運動方程式 (7.1)(7.2)を代入し, O((∆t)2)の部分を無視することで

ri(t+∆t) = ri(t) + vi(t)∆t (7.5)

vi(t+∆t) = vi(t) +
Fi(t)

mi
∆t (7.6)

を得る. このように座標と速度を次々と更新することで運動方程式の時間発展させることができる. この方法

を 1次のオイラー法という. この方法は精度と安定性が悪いため実用的ではない.
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修正オイラー法

オイラー法では時刻 tにおける座標 r(t)からから計算した力 F (t)に基づいて速度を更新してる. 修正オイ

ラー法では時刻 t+∆tにおける座標 r(t+∆t)から計算した力 F (t+∆t)に基づいて速度を更新する:

ri(t+∆t) = ri(t) + vi(t)∆t (7.7)

vi(t+∆t) = vi(t) +
Fi(t+∆t)

mi
∆t (7.8)

わずかな修正だがオイラー法と比較して精度と安定性が大幅に向上する. これは修正オイラー法はシンプレク

ティック性を満たす時間発展法だからである.

7.1.2 運動方程式の差分化: ベルレ法, 蛙跳び法, 速度ベルレ法

始めに時刻 tを基準に t±∆t/2における速度 vi のテイラー展開を行う.

vi

(
t+

∆t

2

)
= vi(t) + v̇i(t)

∆t

2
+

1

2!
v̈i(t)

(
∆t

2

)2

+O((∆t)3) (7.9)

vi

(
t− ∆t

2

)
= vi(t)− v̇i(t)

∆t

2
+

1

2!
v̈i(t)

(
∆t

2

)2

+O((∆t)3) (7.10)

式 (7.9)と式 (7.10)の和と差をとることで,

vi(t) =
1

2

{
vi

(
t+

∆t

2

)
+ vi

(
t− ∆t

2

)}
+O((∆t)2) (7.11)

v̇i(t) =
1

∆t

{
vi

(
t+

∆t

2

)
− vi

(
t− ∆t

2

)
+O((∆t)3)

}
(7.12)

を得る. 式 (7.12)を運動方程式 (7.1)に代入して

Fi(t)

mi
=

1

∆t

{
vi

(
t+

∆t

2

)
− vi

(
t− ∆t

2

)
+O((∆t)3)

}
(7.13)

を得る. 続いて t±∆t/2を基準に時刻 tと t±∆tにおける ri のテイラー展開を行う.

ri(t) = ri

(
t+

∆t

2

)
− ṙi

(
t+

∆t

2

)
∆t

2
+

1

2!
r̈i

(
t+

∆t

2

)(
∆t

2

)2

+O((∆t)3) (7.14)

ri(t) = ri

(
t− ∆t

2

)
+ ṙi

(
t− ∆t

2

)
∆t

2
+

1

2!
r̈i

(
t− ∆t

2

)(
∆t

2

)2

+O((∆t)3) (7.15)

ri(t+∆t) = ri

(
t+

∆t

2

)
+ ṙi

(
t+

∆t

2

)
∆t

2
+

1

2!
r̈i

(
t+

∆t

2

)(
∆t

2

)2

+O((∆t)3) (7.16)

ri(t−∆t) = ri

(
t− ∆t

2

)
− ṙi

(
t− ∆t

2

)
∆t

2
+

1

2!
r̈i

(
t− ∆t

2

)(
∆t

2

)2

+O((∆t)3) (7.17)

式 (7.14)と式 (7.16), 式 (7.15)と式 (7.17) の差をそれぞれ計算すると

ṙi

(
t+

∆t

2

)
∆t = ri(t+∆t)− ri(t) +O((∆t)3) (7.18)

ṙi

(
t− ∆t

2

)
∆t = ri(t)− ri(t−∆t) +O((∆t)3) (7.19)
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となる. さらに式 (7.2)に代入すると

vi

(
t+

∆t

2

)
=

1

∆t

{
ri(t+∆t)− ri(t) +O((∆t)3)

}
=

1

∆t
{ri(t+∆t)− ri(t)}+O((∆t)2) (7.20)

vi

(
t− ∆t

2

)
=

1

∆t

{
ri(t)− ri(t−∆t) +O((∆t)3)

}
=

1

∆t
{ri(t)− ri(t−∆t)}+O((∆t)2) (7.21)

を得る. 式 (7.20), (7.21)を式 (7.13)に代入すると

Fi(t)

mi
=

1

(∆t)2
{ri (t+∆t)− 2ri(t) + ri (t−∆t)}+O((∆t)2) (7.22)

となる. 一見誤差は O((∆t))のように思うかもしれない. しかし ri のテイラー展開を (∆t)3 の項まで実行し,

速度の差分式 (7.20), (7.21)を (∆t)3 の項まで求めておけば, 式 (7.13)の大括弧内の誤差は O((∆t)3) となる.

したがって式 (7.22)の誤差は O((∆t)2)である. (7.22)における (∆t)2 の項を無視した差分式による時間発展

をベルレ法という.

ベルレ法

式 (7.22)による時間発展をベルレ法とよぶ.

ri(t+∆t) = 2ri(t)− ri(t−∆t) +
Fi(t)

mi
(∆t)2 (7.23)

ベルレ法は座標だけで時間発展をおこなう. このアルゴリズムは時間反転 (∆t→ −∆t)に対して対称であるこ
とがわかる. 速度を求める必要がある場合, 式 (7.11), (7.20), (7.21)から

vi(t) =
1

2∆t
{ri(t+∆t)− ri(t−∆t)} (7.24)

と計算することができる.

実際にベルレ法を用いて時間発展を行う場合, 式 (7.23) の第 3 項は第 1 項や第 2 項に比べて値が小さいた

め, 第 3項の加算において桁落ちが起こり, 累積誤差が大きくなる. 桁落ちを防ぐためには式 (7.23)を

∆ri(t) = ri(t)− ri(t−∆t)

ri(t+∆t) = ri(t) + ∆ri(t) +
Fi(t)

mi
(∆t)2 (7.25)

と変形して,

∆ri(t+∆t) = ∆ri(t) +
Fi(t)

mi
(∆t)2

ri(t+∆t) = ri(t) + ∆ri(t+∆t) (7.26)

のように計算を分割する.
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リープ・フロッグ法

式 (7.13), (7.20) から以下のように時間発展させることができる. このアルゴリズムをリープ・フロッグ法

という.

vi

(
t+

∆t

2

)
= vi

(
t− ∆t

2

)
+

Fi(t)

mi
(∆t)2 (7.27)

ri(t+∆t) = ri(t) + vi

(
t+

∆t

2

)
∆t (7.28)

リープ・フロッグ法は時刻 tの速度 vi(t)を飛ばして時間発展が進んでいく. 時刻 tの速度 vi(t)を求めるには

式 (7.11)を用いて

vi(t) =
1

2

{
vi

(
t+

∆t

2

)
+ vi

(
t− ∆t

2

)}
(7.29)

と計算する.

速度ベルレ法

式 (7.27)と式 (7.29)を連立させて vi(t− ∆t
2 )を消すと,

vi

(
t+

∆t

2

)
= vi(t) +

Fi(t)

mi

∆t

2
(7.30)

を得る. 式 (7.27)と式 (7.29)をそれぞれ ∆tだけ進めると,

vi

(
t+

3

2
∆t

)
= vi

(
t+

∆t

2

)
+

Fi(t+∆t)

mi
∆t+O((∆t)3) (7.31)

vi(t+∆t) =
1

2

{
vi

(
t+

3

2
∆t

)
+ vi

(
t+

∆t

2

)}
+O((∆t)2) (7.32)

を得る. 式 (7.31)を式 (7.32) に代入して, vi(t+
3
2∆t)を消去すると

vi(t+∆t) = vi

(
t+

∆t

2

)
+

Fi(t+∆t)

mi

∆t

2
+O((∆t)2) (7.33)

を得る. 式 (7.28), (7.30), (7.33)をまとめると,

vi

(
t+

∆t

2

)
= vi(t) +

Fi(t)

mi

∆t

2
+O((∆t)2) (7.34)

ri(t+∆t) = ri(t) + vi

(
t+

∆t

2

)
∆t+O((∆t)2) (7.35)

vi (t+∆t) = vi

(
t+

∆t

2

)
+

Fi(t+∆t)

mi

∆t

2
+O((∆t)2) (7.36)

となる. このような時間発展方法を速度ベルレ法という.

7.1.3 Gearの予測子・修正子法

ここまで見てきたベルレ法やそこから派生した類似の方法では, 運動方程式に速度依存項がある場合にその

ままの形では使うことができない. 本節では汎用的な微分方程式の解法である予測子・修正子法を紹介する [4].

ここでは一般的な二階常微分方程式
ẍ(t) = f(x, ẋ, t) (7.37)
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を解くことを考える. 式から分かるように, 二階の微分方程式なので速度項が含まれている. xの k − 1階微分

までを用いて, 次のような列ベクトルX(t)を考える:

X(t) = (X0(t), X1(t), X2(t), . . . , Xk−1(t)) (7.38)

=

(
x(t), ẋ(t)∆t,

1

2!
ẍ(t)(∆t)2, . . . ,

1

(k − 1)!
x(k−1)(t)(∆t)k−1

)t

(7.39)

列ベクトルX(t) の各成分はテイラー展開の係数に対応している. 時刻 t で得られたX(t) に基づいて, 時刻

t+∆tでの列ベクトルの予測値 (predict)を

Xp(t+∆t) =
(
X0

p(t+∆t), X1
p(t+∆t), X2

p(t+∆t), . . . , Xk−1
p (t+∆t)

)
=

(
xp(t+∆t), ẋp(t+∆t)∆t,

1

2!
ẍp(t)(∆t)

2, . . . ,
1

(k − 1)!
x(k−1)
p (t)(∆t)k−1

)t

(7.40)

のように書くとする. 予測ベクトルの各項は, 時刻 tにおけるベクトルX のテイラー展開をすることで,

X0
p(t+∆t) = X0(t) +X1(t) +X2(t) +X3(t) +X4(t) +X5(t) +O((∆t)6)

X1
p(t+∆t) = X1(t) +

dX1(t)

dt
(∆t) +

1

2!

d2X1(t)

dt2
(∆t)2 +

1

3!

d3X1(t)

dt3
(∆t)3 + . . .

= X1(t) +
d

dt
{ẋ(t)∆t} (∆t) + 1

2!

d2

dt2
{ẋ(t)∆t} (∆t)2 + 1

3!

d3

dt3
{ẋ(t)∆t} (∆t)3 + . . .

= X1(t) + 2 · 1
2!
{ẍ(t)∆t} (∆t)2 + 3 · 1

3!
{ẍ(t)∆t} (∆t)3 + 4 · 1

4!
{ẍ(t)∆t} (∆t)4 + . . .

= X1(t) + 2X2(t) + 2X3 + 4X4 . . .

X2
p(t+∆t) = X2(t) +

dX2(t)

dt
(∆t) +

1

2!

d2X2(t)

dt2
(∆t)2 +

1

3!

d3X2(t)

dt3
(∆t)3 + . . .

= X2(t) +
d

dt

{
1

2!
ẍ(t)(∆t)2

}
(∆t) +

1

2!

d2

dt2

{
1

2!
ẍ(t)(∆t)2

}
(∆t)2 + . . .

= X2(t) + 3 ·
{

1

3!
x3(∆t)3

}
+

4!

2! · 2!

{
1

4!
x(4)(t)(∆t)4

}
+ . . .

= X2(t) + 3X3(t) + 6X4(t) + . . .

のように具体的に書き下せる. これらの一般項は

Xp
j (t+∆t) =

k∑
m=j

m!

j!(m− j)!
Xm(t) =

k∑
m=j

mCjXm(t) (7.41)

である. ここで mCj は二項係数である. 以上の計算から, 予測ベクトルは二項係数を成分に持つ上半三角行列

とX(t)の積にまとめられることが分かる. すなわち

Xp(t+∆t) = TX(t) ≡



1 1 1 1 1 . . . 1
0 1 2 3 4 . . . k
0 0 1 3 6 . . . kC2

0 0 1 3 6 . . . kC3

...
... . . .

...
0 0 0 0 0 . . . 1


X(t) (7.42)
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Tij =

{
j−1Ci−1 (i ≤ j の時)

0 (i > j の時)
(7.43)

のように表せる. もしXp(t+∆t)が微分方程式の解になっているならば

Ẍp(t+∆t) = f(Xp(t+∆t), Ẋp(t+∆t), t+∆t) (7.44)

を満たすはずであるが, 行列 T を見て分かるように, 展開を有限項で打ち切っているため, 等式は成り立たず,

何かしらの誤差を伴っている. Gearの予測子・修正子法では, 差

δ =
1

2
(∆t)2 {f(xp, ẋp,t+∆t − ẍp)} (7.45)

を導入して予測したXp(t+∆t)を

X(t+∆t) = Xp(t+∆t) + δC (7.46)

のように修正する. ここで C は予測子ベクトルと呼ばれ, 解ができるだけ安定かつ精度良くなるように決めら

れており, 具体的な値を表 7.1に示す. 詳しくは解説記事 [4]を参考のこと. Gearの予測子・修正子法は (1)予

測ベクトルの計算, (2)修正子ベクトルによる補正を繰り返すことで時間発展を行う.

表 7.1: 修正子ベクトルの値

k c1 c2 c3 c4 c5 c6 c6

4 1
6

5
6 1 1

3

5 19
120

3
4 1 1

2
1
12

6 3
20

251
360 1 11

18
1
6

1
60

7 863
6048

665
1008 1 25

36
35
144

1
24

1
360

7.2 ベルレ法によるエネルギーの誤差

7.2.1 エネルギーの誤差

時間発展を実装した時にプログラムが正しいか確認するには, エネルギーの誤差を調べると良い. つまり, 積

分法により予想されるエネルギーの誤差 ∆Hが時間ステップ ∆tの何乗に比例するのかを調べる.

∆H ∼ (∆t)k (7.47)

予想された次数が得られれば,　エネルギーと力の計算のつじつまが合っている.

エラーの種類にはローカルエラー δHとグローバルエラー ∆Hがある. ローカルエラーとは 1ステップごと

のエラーであり
δH = |Hn+1 −Hn| (7.48)

で定義される. 後で導出するがベルレ法では δH = O((∆t)3) である. 一方, グローバルエラーとは時刻

t = n∆tでのエネルギーの値と t = 0での値の差

∆H = |H(n∆t)−H(0)| (7.49)

で定義される. n∆tを一定値に保ったまま ∆tを小さくすると, ステップ数 nは ∆tに反比例して大きくなる.
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ベルレ法の場合,

∆H ∝ nδH
= nO((∆t)3)
= O((∆t)−1)O((∆t)3)
= O((∆t)2)

と見積もられる. 通常の方法では, グローバルエラーの次数はローカルエラーの次数より 1小さい. ∆Hの ∆t

依存性を調べるときには t = n∆tを一定に保ちながら ∆tを変えてシミュレーションを実行する.

log |∆H| = k log∆t+ const. (7.50)

のように log |∆H|と log |∆t|の傾きからエラーの次数 k を計算できる.

7.2.2 ベルレ法におけるエネルギーの誤差の導出

ハミルトニアンの値を座標と速度のベクトル r = (r1, r2, · · · , r3N )と v = (v1, v2, · · · , v3N )で表すと

H =
m

2
v2 + U(r) (7.51)

である. ローカルエラーは

δH = H(rn+1, vn+1)−H(rn, vn)

=
m

2
(vn+1 − vn) · (vn+1 + vn) + U(rn+1)− U(rn) (7.52)

となる. ここで下付きの nは nステップ目における変数であることを意味する. 以下, 式 (7.52)の各項を計算

していく. ベルレ法における速度の式 (7.24)より

vn+1 − vn =
1

2∆t
{rn+2 − rn+1 − rn+1 − rn−1} (7.53)

となる. ベルレ法の時間発展式 (7.23)より

(∆t)2

mi
Fn = rn+1 − 2rn + rn−1

(∆t)2

mi
Fn+1 = rn+2 − 2rn+1 + rn (7.54)

であるので,
(∆t)2

mi
(Fn+1 + Fn) = rn+2 − rn+1 − rn + rn−1 (7.55)

を得る. 式 (7.53), (7.55) より

vn+1 − vn =
∆t

2m
(Fn+1 + Fn)

=
∆t

2mi

{
2Fn +

dFn
dt

∆t+
1

2!

d2Fn
dt2

(∆t)2 +O((∆t)3)
}

=
∆t

m

{
Fn +

∆t

2m
F ′
nvn +O((∆t)2)

}
(7.56)
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となる. 1行目から 2行目で Fn+1 を Fn を基準にテイラー展開した. さらに 2行目から 3行目において

dFn
dt

=
dFn
drn

drn
dt

=
dFn
drn

vn = F ′
nvn (7.57)

のように連鎖律を利用して書き直した. ここで rn での微分を ′ で表した. 式 (7.56)の第一行目の両辺に 2vn

を足し, テイラー展開により Fn+1 を Fn で近似すると

vn+1 + vn = 2vn +
∆t

2m
(Fn+1 + Fn)

= 2

{
vn +

∆t

2m
Fn +O((∆t)2)

}
(7.58)

を得る.

続いてポテンシャルエネルギー U(rn+1)をテイラー展開する.

U(rn+1) = U(rn) +
dU(rn)

dt
∆t+

1

2!

d2U(rn)

dt2
(∆t)2 +O((∆t)3) (7.59)

ここで,

dU(rn)

dt
=
dU(rn)

drn
· drn
dt

= −Fn · vn (7.60)

と運動方程式

dvn
dt

=
Fn
m

(7.61)

を用いると

U(rn+1) = U(rn)− Fn · vn∆t−
d

dt
(Fn · vn)

(∆t)2

2
+O((∆t)3)

= U(rn)− Fn · vn∆t− F ′
nvn · vn

(∆t)2

2
− Fn · Fn

(∆t)2

2m
+O((∆t)3) (7.62)

と展開される. 以上で得られた式 (7.56), (7.58), (7.62)を式 (7.52)に代入すると

δH =
m

2
(vn+1 − vn) · (vn+1 + vn) + U(rn+1)− U(rn)

=
m

2

∆t

m

{
Fn +

∆t

2m
F ′
nvn +O((∆t)2)

}
· 2
{
vn +

∆t

2m
Fn +O((∆t)2)

}
+ U(rn)− Fn · vn∆t− F ′

nvn · vn
(∆t)2

2
− Fn · Fn

(∆t)2

2m
+O((∆t)3)

− U(rn)

=O((∆t)3) (7.63)

つまり (∆t)2 までの項は完全に打ち消し合い, 誤差のオーダーは O((∆t)3)となる. ゆえに, ベルレ法によるエ

ネルギーのローカルエラーは (∆t)3 に比例する. グローバルエラーは (∆t)2 に比例する:

∆H = O((∆t)2) (7.64)

リープ・フロッグ法, 速度ベルレ法でも同様にグローバルエラーは (∆t)2 に比例する.
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7.3 時間発展演算子による取り扱い

時間発展演算子を用いることで, ここまでに導出してきた時間積分のアルゴリズムを見通しよく導くことが

できる. ここではハミルトン形式を考える. ハミルトンの正準方程式

ṙi =
∂H
∂pi

=
pi
mi

(7.65)

ṗi = −
∂H
∂ri

= Fi (7.66)

より, ミクロカノニカルアンサンブルにおける運動は位相空間 (r,p)で記述できる. 任意の物理量 A(r,p)の

時間微分は,

Ȧ(r,p) =
∑
i

ṙi ·
∂A

∂ri
+
∑
i

ṗi ·
∂A

∂pi
(7.67)

となる. ここで演算子

D ≡
∑
i

ṙi ·
∂

∂ri
+
∑
i

ṗi ·
∂

∂pi
(7.68)

を導入する. 運動方程式 (7.65), (7.66)より演算子 D は

D ≡
∑
i

pi
mi
· ∂
∂ri

+
∑
i

Fi ·
∂

∂pi
(7.69)

とかける. 式 (7.67)に代入することで,微分方程式

Ȧ(r,p) = DA (7.70)

を得る. この微分方程式は次のように形式的に解くことができる.

A(t+∆t) = eD∆tA(t) (7.71)

ここで, eD∆t は A(t)に作用して ∆tだけ時間発展させることから時間発展演算子という.

続いて,この微分方程式を数値積分できる形にするために,演算子 D を次のように分割する.

D = D1 +D2 (7.72)

D1 =
∑
i

pi
mi
· ∂
∂ri

(7.73)

D2 =
∑
i

Fi ·
∂

∂pi
(7.74)

eDj∆t の展開式

eDj∆t = 1 +Dj∆t+
1

2!
D2
j (∆t)

2 + · · · (7.75)

を用いることで, 時間発展演算子はそれぞれ

eD1∆t = 1 +
∑
i

pi(t)

mi
· ∂
∂ri

∆t+ · · · (7.76)

eD2∆t = 1 +
∑
i

Fi(t) ·
∂

∂pi
∆t+ · · · (7.77)



第 7章 運動方程式の時間発展 111

と展開することができる. 次に, 時間発展演算子を位相空間に作用することを考える. 各時間発展演算子による

位相空間の時間発展は

eD1∆t

[
ri(t)
pi(t)

]
=

[
1 +

∑
i

pi
mi
· ∂
∂ri

∆t+ · · ·

] [
ri(t)
pi(t)

]

=

[
ri(t) +

pi(t)
mi

∆t

pi(t)

]
(7.78)

eD2∆t

[
ri(t)
pi(t)

]
=

[
1 +

∑
i

Fi ·
∂

∂pi
∆t+ · · ·

] [
ri(t)
pi(t)

]
=

[
ri(t)

pi(t) + Fi(t)∆t

]
(7.79)

である. 時間発展演算子 eD∆t を eD2∆teD1∆t の順番で位相空間に作用させると, 修正オイラー法と同じ時間発

展アルゴリズムを得ることが確認できる.

さらに, 鈴木・トロッター展開を用いると時間発展演算子 eD∆t

eD∆t = e(D1+D2)∆t

= eD2
∆t
2 eD1∆teD2

∆t
2 +O((∆t)3) (7.80)

と分割できる. 式 (7.80)の順に位相空間に時間発展演算子を作用させることで,

pi

(
t+

∆t

2

)
= pi(t) + Fi(t)

∆t

2
(7.81)

ri(t+∆t) = ri(t) +
pi(t+

∆t
2 )

mi
∆t (7.82)

pi (t+∆t) = pi

(
t+

∆t

2

)
+ Fi(t+∆t)

∆t

2
(7.83)

を得る. これは速度ベルレ法と同じ時間発展法である. 一方で,

eD∆t = eD1
∆t
2 eD2∆teD1

∆t
2 +O((∆t)3) (7.84)

のように時間発展演算子を分解すると,

ri

(
t+

∆t

2

)
= ri(t) +

pi(t)

mi

∆t

2
(7.85)

pi(t+∆t) = pi(t) + Fi

(
t+

∆t

2

)
∆t (7.86)

ri (t+∆t) = ri

(
t+

∆t

2

)
+

pi(t+∆t)

mi

∆t

2
(7.87)

を得る. この時間発展アルゴリズムは位置ベルレ法と呼ばれる. 位置ベルレ法の場合,半ステップずれた時刻で

の力を計算することで時間発展させる. そのため,各時間ステップでの力,ポテンシャルエネルギー,ヴィリア

ルなどの座標の関数を求めるには,再度力を計算しなければならない.
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7.4 時間反転多時間刻み法 (RESPA: Reversible Reference System

Propagator Algorithm)

7.4.1 短距離力と長距離力に対する RESPA法

i 番目の粒子に作用する力 Fi(r) を以下のように, 短距離力 F s
i (r) と長距離力 F l

i (r) に分割することを考

える.
F (r) = F s(r) + F l(r) (7.88)

このとき, 演算子 D は

D =
∑
i

pi
mi
· ∂
∂ri

+
∑
i

F s
i ·

∂

∂pi
+
∑
i

F l
i ·

∂

∂pi
(7.89)

≡ Ds +
∑
i

F l
i ·

∂

∂pi
(7.90)

とかける. 鈴木・トロッター分解を用いると時間発展演算子は

eD∆t = e(∆t/2)
∑

i F
l
i ·∂/∂pieD

s∆te(∆t/2)
∑

i F
l
i ·∂/∂pi (7.91)

と分割することができる. 中心にある時間発展演算子 eD
s∆t は鈴木・トロッター展開を用いて以下のように分

割できる.

eD
s∆t =

[
e(δt/2)

∑
i F

s
i ·∂/∂pieδt

∑
i(pi/mi)·∂/∂rie(δt/2)

∑
i F

s
i ·∂/∂pi

]n
(7.92)

ここで, δt ≡ ∆t/nは短距離力 F s
i (r)に対する時間刻みである. nはダイナミクスの安定性が保証されるよう

な値を選ぶ. 長距離力 F s
i (r)に関する時間発展演算子は運動量のみに作用する. 長距離力は∆tごと, 短距離力

は δtごとに計算する必要がある. したがって, ∆tの間に 1回の長距離力の計算と n回の短距離力の計算をす

ることになる.

式 (7.91)による時間発展は以下のように実行される.

Step 1: 状態 {ri(t),pi(t)} に時間発展演算子 e(∆t/2)
∑

i F
s
i ·∂/∂pi を作用させることで, {ri(t),pi(t) +

∆t
2 F l

i (r(t))} という状態を得る.

Step 2: Step 1 で得た状態に対して, 式 (7.92)で与えられる時間発展演算子を作用させることで, 位相空間を

時間発展させる. これは, 短距離力 F s(r)のみを用いて, 速度ベルレ法による時間発展を n回繰り返

すことに等しい.

Step 3: Step 2 で得た状態に対して, 時間発展演算子 e(∆t/2)
∑

i F
s
i ·∂/∂pi を作用させる. 最終的に {ri(t +

∆t),pi(t+∆t)}を得る.

Step 4: Step 1～Step 3を繰り返す.

7.4.2 時間スケールの異なる運動に対する RESPA法

ここでは, 系を速い運動を持つ自由度と, 遅い運動を持つ自由度に分割する. 速い運動をするサブシステムを

rapid,遅い運動をするサブシステムを slowと呼ぶことにする. 例えば, H原子のように軽い原子で構成され速

く運動をする系と, C や O のように重い原子で構成され遅い運動をする系に分けることができる. このとき,

演算子 D は以下のように分割できる.
D = Drapid +Dslow (7.93)
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ここで

Drapid =
∑

i∈rapid

pi
mi
· ∂
∂ri

+
∑

i∈rapid

Fi ·
∂

∂pi
(7.94)

Dslow =
∑
i∈slow

pi
mi
· ∂
∂ri

+
∑
i∈slow

Fi ·
∂

∂pi
(7.95)

である. 鈴木・トロッター展開を用いると, 時間発展演算子は

eD∆t = eDrapid
∆t
2 eDslow∆teDrapid

∆t
2 (7.96)

と分解される. 速い動きに対する時間発展演算子 eDrapid はさらに

eDrapid
∆t
2 =

[
e(δt/2)

∑
i∈rapid Fi·∂/∂pieδt

∑
i∈rapid(pi/mi)·∂/∂pie(δt/2)

∑
i∈rapid Fi·∂/∂pi

]n/2
(7.97)

と分解することができる. ここで δt ≡ ∆t/nは速い自由度に対する時間刻みである. 式 (7.96)の中心にある時

間発展演算子 eDslow は遅い動きのみが含まれるので, 次のような時間刻みで分割する.

eDslow∆t = e(∆t/2)
∑

i∈slow Fi·∂/∂pie∆t
∑

i∈slow(pi/mi)·∂/∂pie(∆t/2)
∑

i∈slow Fi·∂/∂pi (7.98)

式 (7.96)の時間発展演算子では, 速い自由度に対する座標と運動量 (rrapid,prapid)については速度ベルレ法を

δt刻みで n回繰り返しすことで時間発展させる. 一方で, 遅い自由度に対する座標と運動量 (rslow,pslow)につ

いては速度ベルレ法を用いて ∆t刻みで 1回進めることで時間発展させる.

式 (7.96)の時間発展演算子による時間発展は以下のように記述される.

Step 1: 状態 {rrapid(t), rslow(t),prapid(t),pslow(t)}に対して, 式 (7.97)で書かれる時間発展演算子を作用さ

せる. これは, 速い自由度に対して, 時間刻み δt = ∆t/nの速度ベルレ法による時間発展を n/2回繰

り返すことに相当する. この間, 遅い自由度に対する座標と運動量 {rslow(t),pslow(t)}は変化しない.

結果, 状態 {rrapid(t+ ∆t
2 ), rslow(t),prapid(t+

∆t
2 ),pslow(t)}を得る.

Step 2: Step 1 で得られた状態に対して, 式 (7.98) で書かれる時間発展演算子を作用させる. これは, 遅

い自由度に対して, 速度ベルレ法を用いて ∆t だけ時間発展させることに対応する. ここでは状態

{rrapid(t+ ∆t
2 ), rslow(t+∆t),prapid(t+

∆t
2 ),pslow(t+∆t)}を得る.

Step 3: Step 2 で得られた状態に対して, Step 1 と同様の手続きを踏むことで速い運動の自由度を ∆t/2 だ

け時間発展させる. 最終的に, 状態 {rrapid(t+∆t), rslow(t+∆t),prapid(t+∆t),pslow(t+∆t)}を
得る.

Step 4: Step 1～Step 3を繰り返す.

これまで述べてきた方法では, もっとも速い運動に合わせて時間刻みを決定しなければならない. しかし, こ

のアルゴリズムでは, 遅い運動に関する力は各時間ステップ∆t = nδtごとに 1回計算し直せば良い. もし速い

運動をするサブシステムの次元が全系の次元と比較して小さいのであれば, 遅い運動に関する力の計算は通常

の方法よりも頻度が少なくすることができる. そのため, 効率よく数値積分を実行することができる.
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第 8章

シンプレクティック分子動力学法

ここまで運動方程式を差分化することで時間積分アルゴリズムを導出した. また時間発展演算子を用いるこ

とでアルゴリズムの導出の見通しが良くなることを見た. 本章ではこれまで見てきた時間積分アルゴリズムを

シンプレクティック性の観点から再考察する. シンプレクティック分子動力学法を用いると長時間安定なシ

ミュレーションが実現される.

8.1 ハミルトンの正準方程式とシンプレクティック条件

8.1.1 ハミルトンの正準方程式

ハミルトンの正準方程式は

q̇i =
∂H
∂pi

(8.1)

ṗi = −
∂H
∂qi

(8.2)

とかける. 位相空間は q と pで張られる. 一点 (=初期値)を決めるとハミルトンの正準方程式に従って点は移

動する. ハミルトンの正準方程式は位相空間に対して「速度ベクトル場」を定義している. ハミルトニアンで

作られたベクトル場を「ハミルトンベクトル場」と呼ぶ.

一般座標 qi と一般運動量 pi をまとめて

Γ =

(
q
p

)
(8.3)

と書く. ここで q, pは 3N この成分を持つ:

q = (q1, q2, . . . , p3N )t (8.4)

p = (p1, p2, . . . , p3N )t (8.5)

このとき, ハミルトンの正準方程式は

Γ̇ = J
∂H
∂Γ

(8.6)

とかける. また, J は 6N × 6N 行列で

J ≡
(

0 1
−1 0

)
(8.7)

で定義される. ここで, 1は 3N × 3N の単位行列である. また ∂H/∂Γは位相空間におけるハミルトニアンH
の勾配である. 1粒子系を考えると J はハミルトニアンの勾配に対して 90度反時計回りに空間を回転させる

行列である. ハミルトンの正準方程式は, ハミルトニアンの勾配に直交するようにハミルトンベクトル場を作
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る方程式と言える. 運動は常にハミルトニアンの勾配に直交するためハミルトニアンは保存する.

8.1.2 シンプレクティック条件

続いて, Γから別の座標と運動量の組 Γ′ への, 時間に依存しない正準変換を考える. Γ′ は Γから正準変換に

よって導かれるため, Γについても正準方程式

Γ̇′ = J
∂H
∂Γ′ (8.8)

が成り立つ. Γ′ を Γの関数 Γ′(Γ)と見なすと, 微分のチェーンルールなど用いて, 以下のように Γ̇′ を変形で

きる:

Γ̇′
i =

6N∑
j=1

∂Γ′
i

∂Γj
Γ̇j =

6N∑
j=1

MijΓ̇j =

6N∑
j,k=1

MijJjk
∂H
∂Γk

=

6N∑
j,k,l=1

MijJjk
∂Γ′

l

∂Γk

∂H
∂Γ′

l

=

6N∑
j,k,l=1

MijJjkMlk
∂H
∂Γ′

l

第 3式から第 4式への展開では Γに関する正準方程式を用いた. またMlk はMkl の転置である. 行列記法で

まとめ直すと,

Γ̇′ = MJM t ∂H
∂Γ′ (8.9)

となる. また, 行列M は Γから Γ′ への正準変換におけるヤコビ行列であり, その (i, j)成分は

Mij =
∂Γ′

i

∂Γj
(8.10)

で与えられる. 式 (8.8)と式 (8.9)を比較すると,

MJM t = J (8.11)

であることが分かる. 式 (8.11)は変換が正準変換であるための必要十分条件であり, これをシンプレクティッ

ク条件という.

8.2 シンプレクティック分子動力学法

ある時刻 tにおける一般座標 q(t), 一般運動量 p(t)がハミルトニアンにしたがって時間発展し, 時刻 ∆t後

にそれぞれ q(t+∆t), p(t+∆t)に変化したとする. この時間発展は変数変換[
q(t)
p(t)

]
→
[
q(t+∆t)
p(t+∆t)

]
(8.12)

とみなせる. 変数 (q(t),p(t))の組みも, (q(t+∆t),p(t+∆t))の組みも, ともに同じハミルトニアンに対する

正準方程式に従うので, この変換は正準変換である. 既に述べたように, 正準変換に関してシンプレクティック

条件が成立するので, ハミルトニアンに従う時間発展で得られる一般座標, 一般運動量はシンプレクティック条

件 (8.11) を満たしている. このように現実の物体はシンプレクティック条件を満たしながら運動をしている

が, 運動方程式を差分化して数値積分を実行した場合は, 必ずしもシンプレクティック条件を満たすとは限らな

い. シンプレクティック条件を満たしながら時間発展を行う分子動力学法をシンプレクティック分子動力学法

という.
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8.2.1 シンプレクティク分子動力学法における時間発展

座標 q と運動量 pの関数として記述される任意の物理量 A(q,p)の時間変化は以下のようにかける:

dA

dt
=

3N∑
i=1

(
∂A

∂qi
q̇i +

∂A

∂pi
ṗi

)
(8.13)

=

3N∑
i=1

(
∂A

∂qi

∂H
∂pi
− ∂A

∂pi

∂H
∂qi

)
(8.14)

=

[
3N∑
i=1

(
∂H
∂pi

∂

∂qi
− ∂H
∂qi

∂

∂pi

)]
A(q,p) (8.15)

ここで, 時間発展演算子 DH を

DH ≡
3N∑
i=1

(
∂H
∂pi

∂

∂qi
− ∂H
∂qi

∂

∂pi

)
(8.16)

と定義すると, 物理量 A(q,p)の時間変化は
dA

dt
= DHA (8.17)

とかける. この微分方程式は形式に
A(t+∆t) = eDH∆tA(t) (8.18)

と解くことができる.

ハミルトニアンが運動量のみに依存する項と, 座標のみに依存する項に分かれている場合を考える. 典型的

には運動量項K とポテンシャル項 U の和

H(q,p) = K(p) + U(q) (8.19)

の形になっていることが多い. この場合, 時間発展演算子も

DH =

3N∑
i=1

∂H
∂pi

∂

∂qi
−

3N∑
i=1

∂H
∂qi

∂

∂pi
(8.20)

=DK +DU (8.21)

と分離することができる. ここで, 運動量のみに依存する項と座標のみに依存する項に対応する演算子をそれ

ぞれ

DK ≡
3N∑
i=1

∂H
∂pi

∂

∂qi
(8.22)

DU ≡ −
3N∑
i=1

∂H
∂qi

∂

∂pi
(8.23)

と定義した.

鈴木・トロッター分解を用いると全体の時間発展演算子DH を各項の時間発展演算子DK , DU を用いて, 例

えば
eDH = eDU

∆t
2 eDK∆teDU

∆t
2 (8.24)

のように書くことができる. 一般に分子動力学シミュレーションでは, eDH に基づく時間発展を厳密に解くこ

とはできないが, 近似として eDU
∆t
2 eDK∆teDU

∆t
2 による時間発展を実行することはできる. もちろん, より高
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次の鈴木・トロッター分解に基づく時間発展も可能である.

eDK∆t および eDU∆t はそれぞれ K あるいは U をハミルトニアンと見なした場合の時間発展演算子である

ので, これらの時間発展はシンプレクティック条件 (8.11)を満たす. すなわち, それぞれが作用したときに発

生した状態が正準方程式を満たし, これらの時間発展演算子による写像によって位相空間の体積が変化しない

ことも意味している. 各部分がシンプレクティック条件を満たしているので, eDU
∆t
2 eDK∆teDU

∆t
2 による時間

発展もシンプレクティック条件を満たす. 加えて, 式 (8.24)では時間発展演算子を時間反転に対して対称にな

るように分割している. このため, シンプレクティック分子動力学法は時間反転可逆な時間発展アルゴリズム

になっている. すなわち,
e−DH∆teDH∆t = eDH∆te−DH∆t = 1 (8.25)

が成立する.

演算子 DK , DU はその定義式 (8.22), (8.23)により, q と pに以下のように作用する:

DKqi =
∂K

∂pi
, D2

Kqi = 0, DUqi = 0 (8.26)

DUpi = −
∂U

∂qi
, D2

Upi = 0, DKpi = 0 (8.27)

ここで DK は 2回以上 qi に演算子した時に 0になり, DU は 2回以上 pi に演算子した場合に 0になることに

注意. これらを用いると時間発展演算子 eDK∆t と eDU∆t による q, pの時間変化は以下のように計算される:

eDK∆tqi = qi +
∂K

∂pi
∆t (8.28)

eDK∆tpi = pi (8.29)

eDU∆tqi = qi (8.30)

eDU∆tpi = pi −
∂U

∂qi
∆t (8.31)

(8.32)

ただし以上の計算において, 時間発展演算子 eD∆t が

eD∆t = 1 +D∆t+
1

2
D2(∆t)2 · · · (8.33)

と展開できることを用いた.

粒子 iに座標 ri とその運動量 pi を用いてハミルトニアン

H =

N∑
i=1

p2
i

2mi
+ U(r) (8.34)

とかける場合を考える. 式 (8.24)のように時間発展演算子を近似した場合, 座標 ri と運動量 pi の時間発展は,

p
n+ 1

2
i = pni + F n

i

∆t

2
(8.35)

rn+1
i = rni +

p
n+ 1

2
i

mi
∆t (8.36)

pn+1
i = p

n+ 1
2

i + F n+1
i

∆t

2
(8.37)

となる. ここで, 上付の nは nステップ目での物理量であることを表している. 式 (8.35)–(8.37)による時間発

展は速度ベルレ法による運動方程式の差分方程式と一致していることが分かる. すなわち, 速度ベルレ法はシ

ンプレクティック分子動力学法の一つである. また, 速度ベルレ法を変形して得られるベルレ法やリープ・フ
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ロッグ法も同様にシンプレクティック分子動力学法である.

一方で, 式 (8.24)の代わりに eH∆t を

eDH = eDK
∆t
2 eDU∆teDK

∆t
2 (8.38)

のように近似した場合, 時間発展は

r
n+ 1

2
i = rni +

pni
mi

∆t

2
(8.39)

pn+1
i = pni + F

n+ 1
2

i ∆t (8.40)

rn+1
i = r

n+ 1
2

i +
pn+1
i

mi

∆t

2
(8.41)

となる. これは位置ベルレ法と呼ばれる. 位置ベルレ法では, 半ステップずれた時刻 (∆t/2) で力を計算する.

このため瞬間圧力

P (t) =
1

3V

(
N∑
i=1

p2
i (t)

mi
+

N∑
i=1

Fi · ri

)
(8.42)

など座標, 運動量, 力に依存する関数を計算するときには同時刻のそれぞれの項 (瞬間圧力の場合, 運動エネル

ギーとヴィリアル)を直接計算することができない. 同時刻の運動エネルギーとヴィリアルを計算する必要が

ある場合には, rn+1
i から rn+1

i を計算するか, n− 1
2 ステップ目と n+ 1

2 ステップ目のヴィリアルから内装し

て近似的に nステップ目のヴィリアルを求める必要がある. このような手間が生じるため, 時間発展には速度

ベルレ法が用いられることが多い.

シンプレクティック性の確認: 速度ベルレ法

■運動量の時間発展に関するシンプレクティック性 速度ベルレ法における運動量の時間発展

P ≡ pi

(
t+

∆t

2

)
= pi(t) + Fi(t)

∆t

2
(8.43)

Q ≡ qi(t) (8.44)

について, ヤコビ行列 (8.10)は

M =

(
∂Q
∂q

∂Q
∂p

∂P
∂q

∂P
∂p

)
=

(
1 0

∂Fi(t)
∂qi(t)

∆t
2 1

)
(8.45)

と計算される. シンプレクティック条件 (8.11)について具体的に計算すると,

MJM t =

(
1 0

∂Fi(t)
∂qi(t)

∆t
2 1

)(
0 1
−1 0

)(
1 ∂Fi(t)

∂qi(t)
∆t
2

0 1

)
(8.46)

=

(
0 1

−1 ∂Fi(t)
∂qi(t)

∆t
2

)(
1 ∂Fi(t)

∂qi(t)
∆t
2

0 1

)
(8.47)

=

(
0 1

−1 −∂Fi(t)
∂qi(t)

∆t
2 + ∂Fi(t)

∂qi(t)
∆t
2

)
(8.48)

=

(
0 1
−1 0

)
(8.49)

= J (8.50)

となり, シンプレクティック条件を満たしていることが確認できる.
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■座標の時間発展に関するシンプレクティック性 速度ベルレ法における座標の時間発展

P ≡ pi(t) (8.51)

Q ≡ qi(t+∆t)= qi(t) +
1

mi
pi

(
t+

∆t

2

)
∆t (8.52)

を考える. ヤコビ行列 (8.10)は

M =

(
∂Q
∂q

∂Q
∂p

∂P
∂q

∂P
∂p

)
=

(
1 ∆t

mi
1

0 1

)
(8.53)

と計算される. シンプレクティック条件 (8.11)について具体的に計算すると,

MJM t =

(
1 ∆t

mi
1

0 1

)(
0 1
−1 0

)(
1 0

∆t
mi

1 1

)
(8.54)

=

(
−∆t
mi

1 1

−1 0

)(
1 0

∆t
mi

1 1

)
(8.55)

=

(
0 1
−1 0

)
(8.56)

= J (8.57)

となり, シンプレクティック条件を満たしていることが確認できる.

8.3 シンプレクティク分子動力学法における保存量

シンプレクティック分子動力学法における保存量を見るために, 式 (8.24)のように近似的に分解された時間

発展演算子を逆に一つにまとめた演算子を

eDH̃∆t ≡ eDU
∆t
2 eDK∆teDU

∆t
2 ≃ eDH∆t (8.58)

と定義する. ベーカー・キャンベル・ハウスドルフの公式を使うことで, DH̃ を DK , DU で表していく. 演算

子 A, B, C,の間に
eAeB = eC (8.59)

の関係が成り立つとき, 演算子 C は演算子 A, B を用いて

C = A+B +
1

2
[A,B] +

1

12
{[A, [A,B]] + [[A,B], B]}+ . . . (8.60)

と表わされる. ここで, [A,B]は A, B の交換子で

[A,B] ≡ AB −BA (8.61)

と定義される. すなわち, C は A, B およびそれらの交換子の組み合わせで表すことができる. このような関係

式 (8.60)をベーカー・キャンベル・ハウスドルフの公式という. 例えば, 式 (8.58)のように

eC = e
A
2 eBe

A
2 (8.62)

と 3つの演算子で定義される演算子を 1つにまとめるには, ベーカー・キャンベル・ハウスドルフの公式を 2

回繰り返して適用すればいい. 詳しい導出は付録にまわして結果だけ述べると演算子 C は

C = A+B − 1

24
[A, [A,B]] +

1

12
[[A,B], B] + . . . (8.63)
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と展開することができる. この公式を時間発展演算子 (8.58)に適用すると

DH̃∆t = DU∆t+DK∆t (8.64)

+
1

24
{2[[DU∆t,DK∆t], DK∆t]− [DU∆t, [DU∆t,DK∆t]]}

となるので,

DH̃ = DU +DK +
1

24
{2[[DU , DK ], DK ]− [DU , [DU , DK ]]} (∆t)2 (8.65)

を得る. 続いて各項を計算すると以下のようにポアソン括弧を用いて書き直すことができる. 第１項目と第 2

項目は, 式 (8.22), 式 (8.23)より

DK +DU = DH =

3N∑
i=1

∂H
∂pi

∂

∂qi
−

3N∑
i=1

∂H
∂qi

∂

∂pi
= { ,H} (8.66)

と計算される. DU と DK の交換子については

[DU , DK ] = −

{
,

3N∑
i=1

∂H
∂qi

∂H
∂pi

}
(8.67)

[DU , [DU , DK ]] =

 ,

3N∑
i=1

3N∑
j=1

∂H
∂qj

∂2H
∂pj∂pj

∂H
∂qi

 (8.68)

[[DU , DK ], DK ] =

 ,

3N∑
i=1

3N∑
j=1

∂H
∂pj

∂2H
∂qj∂qj

∂H
∂pi

 (8.69)

と計算される. なお具体的な導出は付録を参照のこと. 以上で得られたポアソン括弧を式 (8.65)に代入すると,

DH̃ = { ,H}+

 ,
1

24

2

3N∑
i=1

3N∑
j=1

∂H
∂qj

∂2H
∂pj∂pj

∂H
∂qi
−

3N∑
i=1

3N∑
j=1

∂H
∂pj

∂2H
∂qj∂qj

∂H
∂pi

 (∆t)2 + . . . (8.70)

を得る. すなわち DH̃ をポアソン括弧によって表すことができた. したがって, 時間発展演算子 (8.24)に基づ

く分子動力学シミュレーションは

H̃ ≡ H +
1

24

2

3N∑
i=1

3N∑
j=1

∂H
∂qj

∂2H
∂pj∂pj

∂H
∂qi
−

3N∑
i=1

3N∑
j=1

∂H
∂pj

∂2H
∂qj∂qj

∂H
∂pi

 (∆t)2 + . . . (8.71)

をハミルトニアンと見做した時の時間発展を厳密に解く方法と言える. この H̃ を影のハミルトニアンという.

ポアソン括弧で表せることから分かるように, 影のハミルトニアンは厳密に保存する. そのため, 長時間シミュ

レーションを行っても誤差が蓄積しにくい. また物理系のハミルトニアンHは影のハミルトニアンの値の周り
を誤差 (∆t)2 の範囲で揺らぐ. 一方, シンプレクティックでない方法を用いた場合, H̃のような保存量が存在し
ないため, 長時間シミュレーションを行うと誤差が蓄積してハミルトニアンがだんだん異なる値になっていく.
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8.4 付録: 計算ノート

8.4.1 ベーカー・キャンベル・ハウスドルフの公式で 3つの演算子をまとめる

式 (8.62), 式 (8.63)で見たように, ベーカー・キャンベル・ハウスドルフ (BCH)の公式を用いて, 以下のよ

うな 3つの演算子
eC = e

A
2 eBe

A
2

を 1つにまとめる計算過程を追う. ここで
eD ≡ eA

2 eB

のように演算子 D を定義する. BCHの公式を用いると

D =
1

2
A+B +

1

4
[A,B] +

1

48
[A, [A,B]] +

1

24
[[A,B], B]

が得られる. 続いて
eC = eDe

A
2

に対して, もう一度 BCH公式を用いると

C = D +
A

2
+

1

4
[D,A] +

1

24
[D, [D,A]] +

1

48
[[D,A], A]

を得る. 各項を具体的に計算していく.

[D,A] =

[
1

2
A+B +

1

4
[A,B] +

1

48
[A, [A,B]] +

1

24
[[A,B], B], A

]
=

1

2
[A,A] + [B,A] +

1

4
[[A,B], A] +

1

48
[[A, [A,B]], A] +

1

24
[[[A,B], B], A]

= [B,A] +
1

4
[[A,B], A] +

1

48
[[A, [A,B]], A] +

1

24
[[[A,B], B], A]

[D, [D,A]] =

[
1

2
A+B +

1

4
[A,B] +

1

48
[A, [A,B]] +

1

24
[[A,B], B] ,

[B,A] +
1

4
[[A,B], A] +

1

48
[[A, [A,B]], A] +

1

24
[[[A,B], B], A]

]
=

1

2
[A, [B,A]] + [B, [B,A]] +

1

4
[[A,B], [B,A]]

+
1

48
[[A, [A,B]], [B,A]] +

1

24
[[[A,B], B], [B,A]] + . . .

[[D,A], A] =

[
[B,A] +

1

4
[[A,B], A] +

1

48
[[A, [A,B]], A] +

1

24
[[[A,B], B], A] , A

]
= [[B,A], A] +

1

4
[[[A,B], A], A] +

1

48
[[[A, [A,B], A], A] + . . .
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交換子の性質 [A,B] = −[B,A]を用いて, 以上の計算をまとめると

[D,A] = −[A,B]− 1

4
[A, [A,B]]

[D, [D,A]] = −1

2
[A, [A,B]] + [[A,B], B] + . . .

[D,A], D] = [A, [A,B]] + . . .

と近似できる. したがって

C =
1

2
D +

A

2
− 1

4
[D,A] +

1

24
[D, [D,A]] +

1

48
[[D,A], A]

=
1

2
A+B +

1

4
[A,B] +

1

24
[D, [D,A]] +

1

48
[[D,A], A]

+
1

2
A

+
1

4

{
−[A,B]− 1

4
[A, [A,B]] + . . .

}
+

1

24

{
−1

2
[A, [A,B]] + [[A,B], B] + . . .

}
+

1

48
{[A, [A,B]] + . . .}

= A+B − 1

24
[A, [A,B]] +

1

12
[[A,B], B] + . . .

以上の計算によって

C = A+B − 1

24
[A, [A,B]] +

1

12
[[A,B], B] + . . .

の表式が得られた.

8.4.2 DU と DK の交換関係の計算

ここでは, DU と DK の交換関係式 (8.67), (8.68), (8.69)の導出過程を見ていく. 計算の便利のために縮約

記号を導入する. すなわち, 同じインデックスについては和をとる. また偏微分を表すのに ∂x の記号を使用す

る. 縮約記号を使用すると DU , DK はそれぞれ

DK =

3N∑
i=1

∂H
∂pi

∂

∂qi
= ∂piH∂qi

DU = −
3N∑
i=1

∂H
∂qi

∂

∂pi
=−∂qiH∂pi

とかける. この縮約記号を使うとポアソン括弧は次のようになる:

{F, G} =
∑
i

(
∂F

∂qi

∂G

∂pi
− ∂F

∂pi

∂G

∂qi

)
= ∂qiF∂piG− ∂piF∂qiG

{ , G} = ∂piG∂qi − ∂qiG∂pi
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示したい交換関係を縮約記号を使って書くと以下のようになる:

[DU , DK ] = −

{
,

3N∑
i=1

∂H
∂qi

∂H
∂pi

}
=−{ , ∂qiH∂piH}

[DU , [DU , DK ]] =

 ,

3N∑
i=1

3N∑
j=1

∂H
∂qj

∂2H
∂pj∂pj

∂H
∂qi

= { , ∂qjH∂pipjH∂qiH}

[[DU , DK ], DK ] =

 ,

3N∑
i=1

3N∑
j=1

∂H
∂pj

∂2H
∂qj∂qj

∂H
∂pi

= { , ∂pjH∂qiqjH∂piH}

[DU , DK ]の計算

[DU , DK ] =
[
−∂qiH∂pi , ∂pjH∂qj

]
= (−∂qiH∂pi)(∂pjH∂qj )− (∂pjH∂qj )(−∂qiH∂pi)
= −∂qiH∂pipjH∂qj + ∂pjH∂qjqiH∂pi
= −∂qjH∂pjpiH∂qi + ∂pjH∂qjqiH∂pi
= −∂pi(∂qjH∂pjH)∂qi + ∂qi(∂qjH∂pjH)∂pi
= { , ∂qjH∂pjH}

途中 3行目から 4行目で第 1項目の i,j のインデックスを置換した.

[DU , [DU , DK ]]の計算

[DU , [DU , DK ]] =
[
−∂qkH∂pk , (−∂qiH∂pi)(∂pjH∂qj )− (∂pjH∂qj )(−∂qiH∂pi)

]
= (−∂qkH∂pk)

[
(−∂qiH∂pi)(∂pjH∂qj )− (∂pjH∂qj )(−∂qiH∂pi)

]
−
[
(−∂qiH∂pi)(∂pjH∂qj )− (∂pjH∂qj )(−∂qiH∂pi)

]
(−∂qkH∂pk)

と展開できる. 各項を並べると,

第 1項目 = (∂qkH∂pk)(∂qiH∂pi)(∂pjH∂qj ) =(∂qiH∂pi)(∂qjH∂pj )(∂pkH∂qk)
第 2項目 = −(∂qkH∂pk)(∂pjH∂qj )(∂qiH∂pi)= −(∂qiH∂pi)(∂pjH∂qj )(∂qkH∂pk)
第 3項目 = −(∂qiH∂pi)(∂pjH∂qj )(∂qkH∂pk)= −(∂qiH∂pi)(∂pjH∂qj )(∂qkH∂pk)
第 4項目 = (∂pjH∂qj )(∂qiH∂pi)(∂qkH∂pk) =(∂piH∂qi)(∂qjH∂pj )(∂qkH∂pk)

である. 左辺から右辺の展開について, インデックス i, j, k を置換しても結果が変わらないことを利用して, イ

ンデックスの順序を整理した. また第 2項目と第 3項目は同じであることが分かる. 以下, 各項を具体的に計

算していく.
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■第 1項目

(∂qiH∂pi)(∂qjH∂pj )(∂pkH∂qk) = (∂qiH∂pi)(∂qjH∂pjpkH∂qk)
= ∂qiH∂qjH∂pi(∂pjpkH)∂qk
= ∂qiH∂qjH∂pipjpkH∂qk
= ∂qiH∂qjH∂pk∂pipjH∂qk
= ∂pk

[
∂qiH∂pipjH∂qjH

]
∂qk

また, 途中の計算において ∂qiHと ∂qjHが可換であることと, Hに対して pi, pj , pk に関する偏微分の順番を

入れ替えられることを用いた.

■第 2項目

−(∂qiH∂pi)(∂pjH∂qj )(∂qkH∂pk) = − (∂qiH∂pi)(∂pjH∂qjqkH∂pk)
= − ∂qiH∂pipjH∂qjqkH∂pk − ∂qiH∂pjH∂qjqkH∂pipk
= − ∂qk

[
∂qiH∂pipjH∂qjH

]
∂pk + ∂qkqiH∂pipjH∂qjH∂pk

− ∂qiH∂pjH∂qjqkH∂pipk

2行目から 3行目の変形では, 2行第 1項目の qj に関する偏微分を前に持ってきて, その結果現れる項を足す

ことで辻褄を合わせている. まとめると

第 2項目 1式 = −∂qk
[
∂qiH∂pipjH∂qjH

]
∂pk

第 2項目 2式 = ∂qkqiH∂pipjH∂qjH∂pk
第 2項目 3式 = −∂qiH∂pjH∂qjqkH∂pipk

が得られた.

■第 3項目

−(∂qiH∂pi)(∂pjH∂qj )(∂qkH∂pk) = − (∂qiH∂pi)(∂pjH∂qjqkH∂pk)
= − ∂qiH∂pipjH∂qjqkH∂pk − ∂qiH∂pjH∂qjqkH∂pipk

を得る. 各項ごとにまとめると

第 3項目 1式 = −∂qiH∂pipjH∂qjqkH∂pk
第 3項目 2式 = −∂qiH∂pjH∂qjqkH∂pipk

となる. 第 3項目 1式の iと j を置換して式を整理すると,

第 3項目 1式 = −∂qiH∂pipjH∂qjqkH∂pk
= −∂qjH∂pipjH∂qiqkH∂pk (iと j を置換)

= −∂qkqiH∂pipjH∂qjH∂pk
= −第 2項目 2式

となるため第 3項目 1式と第 2項目 2式は打ち消し合うことが分かる.

■第 4項目

(∂piH∂qi)(∂qjH∂pj )(∂qkH∂pk) = (∂piH∂qi)(∂qjH∂qkH∂pjpk)
= ∂piH∂qiqjH∂qkH∂pjpk + ∂pjH∂qjH∂qiqkH∂pjpk
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を得る. 各項ごとにまとめると

第 4項目 1式 = ∂piH∂qiqjH∂qkH∂pjpk
第 4項目 2式 = ∂pjH∂qjH∂qiqkH∂pjpk

である. ここで, 第 2項目 3式の i, j を置換すると

第 2項目 3式 = −∂qiH∂pjH∂qjqkH∂pipk
= −∂qjH∂piH∂qiqkH∂pjpk (iと j を置換)

= −∂piH∂qjH∂qiqkH∂pjpk
= −第 4項目 2式

となり第 2項目 3式と第 4項目 2式が打ち消し合うことが分かる. 更に, 第 3項目 2式の i, j を置換した後に

j, k を置換すると

第 3項目 2式 = −∂qiH∂pjH∂qjqkH∂pipk
= −∂qjH∂piH∂qiqkH∂pjpk (iと j を置換)

= −∂qkH∂piH∂qiqjH∂pjpk (j と k を置換)

= −∂piH∂qiqjH∂qkH∂pjpk
= −第 4項目 1式

となり第 3項目 2式と第 4項目 1式が打ち消し合うことが分かる.

■[DU , [DU , DK ]]の計算過程まとめ ここまでの計算で残ったのは, 第 1項目と第 2項目 1式であることから

[DU , [DU , DK ]] = ∂pk
[
∂qiH∂pipjH∂qjH

]
∂qk − ∂qi

[
∂qkH∂pkpjH∂qjH

]
∂pi

= ∂pk
[
∂qiH∂pipjH∂qjH

]
∂qk − ∂qk

[
∂qiH∂pipjH∂qjH

]
∂pk

= { , ∂qjH∂pipjH∂qiH}

が得られる. 1行目から 2行目の変形において, 2項目のインデックス i, k を置換した.

[[DU , DK ], DK ]の計算

[DU , [DU , DK ]]の計算過程と同じように頑張ればポアソン括弧が得られる.
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第 9章

拡張系の方法

これまで, ミクロカノニカルアンサンブル（系の体積とエネルギーが一定）を実現する分子動力学法につい

て述べてきた. しかし, 問題によっては系の温度や圧力を制御し, 目的の熱平衡状態を達成したい場合がある.

温度や圧力を一定に保つために, 外系との相互作用をどのように考慮するかが問題になる. その方法の１つと

して拡張系の方法と総称される理論がある. 拡張系の方法では, 粒子の自由度に加えて, 温度や圧力を制御する

ための新たな自由度を加えた力学系を考える. すなわち, 物理系と外系 (熱浴やピストン)を結びつけた系

拡張系 = 物理系+外系 (9.1)

を考える. 外系や, 物理系と外系の相互作用をうまく選ぶと, カノニカルアンサンブルや定温定圧アンサンブル

を実現することができる. ここで, 物理系と外系の自由度をそれぞれ N と N ′ とする. 現実の系では N ′ ≫ N

であるのに対し, 拡張系の分子動力学シミュレーションの場合 N ′ ≪ N で足りてしまうことが多い. 多くの場

合, 温度あるいは圧力を制御するのに必要な外系の自由度はそれぞれ N ′ = 1である. このように少数の自由度

によって目的のアンサンブルを実現できる点が, 拡張系の分子動力学シミュレーションの特徴の一つである.

9.1 温度制御: 能勢・Hoover熱浴

9.1.1 能勢の方法

能勢の運動方程式

N 個の粒子を持つ物理系を考える. 各粒子の変数を座標 ri, 質量mi, 速度 vi, 運動量 pi とする. また, ポテ

ンシャルエネルギー U(r)とすると, この物理系のラグランジアンは

Lphys(r, ṙ) =

N∑
i=1

1

2
miv

2
i − U(r) (9.2)

=

N∑
i=1

1

2
miṙ

2
i − U(r) (9.3)

とかける. 統計力学で見たように, 系の温度は運動エネルギーのアンサンブル平均 (あるいは時間平均)で計算

できるので, 物理系の温度を制御するには運動エネルギー (速度)を制御すればいい,という考えに辿り着くこ

くとができる. そこで, 能勢修一は物理系の外系として振る舞う新たな自由度 sを導入した [1, 2]. さらに, 拡

張系における変数として座標 r′i, 運動量 p′
i,時間 t′ を導入する. 以後, 仮想系における変数を ′ で示す. 物理系
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の変数と拡張系の仮想変数は自由度 sを介して以下の関係も持つ.

ri = r′i (9.4)

pi =
p′
i

s
(9.5)

t =

∫ t′ dt′

s
(9.6)

さらに物理系での速度 vi と拡張系での速度 v′
i の関係は

vi =
dri
dt

= s
dr′i
dt′

= sv′
i (9.7)

となる. 以上の式から, 新たな自由度 sは物理系の微小時間 dtに対して, 拡張系における微小時間ステップ dt′

を

dt =
dt′

s
(9.8)

のようにスケールするものだと解釈できる. 仮想変数を用いると, 物理系のラグランジアンは次のように書き

直される:

Lphys(r
′, ṙ′) =

N∑
i=1

1

2
mis

2v′2
i − U(r′) (9.9)

=

N∑
i=1

1

2
mis

2ṙ′2i − U(r′) (9.10)

さらに sの速度を v′s として, 拡張系のラグランジアンとして能勢のラグランジアン

LN(r
′, ṙ′, s, ṡ′) =

N∑
i=1

1

2
mis

2v′2
i − U(r′) +

1

2
Qv′2s − gkBTeq ln s (9.11)

=

N∑
i=1

1

2
mis

2ṙ′2i − U(r′) +
1

2
Qṡ′2 − gkBTeq ln s (9.12)

を導入する. ここで, Qは熱浴 sの運動に対して質量のように振舞うパラメータで熱浴の仮想的な質量, vs = ṡ

は熱浴粒子の速度, g は系の自由度, Teq は目的の温度である. Qは系の時間スケールを特徴づけるダンピング

パラメータ τ と
Q = gkBTeqτ

2 (9.13)

と関係がある. 仮想質量 Qは energy × time 2 の次元を持ち, 実際には質量でないことに注意する必要がある.

熱浴粒子のポテンシャルエネルギー項を ln sの形としたことが能勢の方法の重要な点である. ln sは s→ 0で

負の無限大に発散するため, このようなポテンシャル関数の導入は普通考えないのだが, カノニカル分布を実現

することを示す上で鍵となる. 拡張系のラグランジアン (9.12)から r′i に共役な運動量 p′
i および sに共役な運

動量 p′s を次のように求めることができる.

p′
i ≡

∂LN

∂ṙ′i
= mis

2ṙ′i = spi (9.14)

p′s ≡
∂LN

∂ṡ′
= Qṡ′ (9.15)
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したがって, 能勢のハミルトニアンは能勢のラグランジアンのルジャンドル変換により

HN(r
′,p′, s, ps) =

N∑
i=1

ṙ′i · p′
i + p′sv

′
s − LN

=

N∑
i=1

p′2
i

2mis2
+ U(r′) +

p′2s
2Q

+ gkBTeq ln s (9.16)

と求まる. ハミルトニアン HN から正準方程式を導くと, 拡張系における仮想時間 t′ での運動方程式が得ら

れる:

dr′i
dt′

=
∂HN

∂p′
i

=
p′
i

mis2
(9.17)

dp′
i

dt′
= −∂HN

∂r′i
= Fi (9.18)

ds

dt′
=

∂HN

∂p′s
=
p′s
Q

(9.19)

dp′s
dt′

= −∂HN

∂s
=

1

s

(
N∑
i=1

p′2
i

mis2
− gkBTeq

)
(9.20)

仮想時間から現実時間への変換

ri = r′i, pi =
p′
i

s
, dt =

dt′

s
(9.21)

を用いて, 仮想時間における運動方程式を現実時間の運動方程式へと書き換えると

dri
dt

=
pi
mi

(9.22)

dpi
dt

= Fi −
ṡ

s
pi (9.23)

ds

dt
= s

ps
Q

(9.24)

dps
dt

=

N∑
i=1

pi
2

mi
− gkBTeq (9.25)

となる. この変換は正準変換ではないため, 現実時間に対する能勢の運動方程式はシンプレクティック性を

失っていることに注意する必要がある. 実際に, 時間スケール sによって時間刻みが早くなったり遅くなった

りして体積要素が伸び縮みするため, リウヴィルの定理を満たさないのである.

カノニカル分布が実現することの証明

拡張系におけるハミルトニアンHNは保存量であるため, ある一定の値E に保たれる. したがって, 拡張系全

体ではミクロカノニカルアンサンブルが実現する. ここで略号 dp′ = dp′
1dp

′
2 · · · dp′

N , dr′ = dr′1dr
′
2 · · · dr′N ,

H0 =
∑
i p

′2
i /(2mis

2) + U(r′) を導入すると,拡張系の分配関数は

Z =

∫ ∞

0

ds

∫ ∞

−∞
dp′s

∫
dr′
∫
dp′ δ

{
H0 (r

′,p′) +
p′2s
2Q

+ gkBTeq ln s− E
}

(9.26)

とかける. ここで, 仮想運動量 p′
i と仮想座標 r′i から物理系における運動量 pi と座標 ri への変数変換を行う.

微小体積量が dr′dp′ = s3Ndrdpとなることから, 分配関数は

Z =

∫ ∞

0

ds

∫ ∞

−∞
dp′s

∫
dr

∫
dp s3N δ

{
H0 (r,p) +

p′2s
2Q

+ gkBTeq ln s− E
}

(9.27)
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となる. ここでディラックのデルタ関数 δ(x)に関する恒等式

δ (f(s)) =
δ(s− s0)
|f ′(s)|

ただし f(s0) = 0 (9.28)

を適用する. 今の場合,

f(s) = H0 (r,p) +
p′2s
2Q

+ gkBTeq ln s− E (9.29)

であるので, f(s) = 0となるような s(≡ s0)は

s0 = exp

[
1

gkBTeq

{
E −H0 (r,p)−

p′2s
2Q

}]
(9.30)

となる. f ′(s) = gkBTeq/sであるので

Z =

∫ ∞

0

ds

∫ ∞

−∞
dp′s

∫
dr

∫
dp

s3N+1

gkBTeq
δ(s− s0) (9.31)

となる. sに関して δ 関数の積分を実行すると

Z =

∫ ∞

−∞
dp′s

∫
dr

∫
dp

s3N+1
0

gkBTeq

=

∫ ∞

−∞
dp′s

∫
dr

∫
dp

1

gkBTeq
exp

[
3N + 1

gkBTeq

{
E −H0 (r,p)−

p′2s
2Q

}]
(9.32)

と計算される. g = 3N + 1とすると,

Z =

∫ ∞

−∞
dp′s

1

gkBTeq
exp

(
E − p′2s /2Q
kBTeq

)∫
dr

∫
dp exp

{
−H0 (r,p)

kBTeq

}

=
exp

[
E

kBTeq

]√
2πQkBTeq

gkBTeq

∫
dr

∫
dp exp

{
−H0 (r,p)

kBTeq

}
(9.33)

を得るため, 拡張系の分配関数は定数倍を除いて, カノニカルアンサンブルにしたがう物理系の分配関数と一致

する. ゆえに, 仮想時間 t′ でサンプルする場合, 座標・運動量両方についてカノニカルアンサンブルを実現する.

以上の例は, 仮想時間 t′ を等間隔時間発展させた場合であり, 現実時間 tは等間隔で発展していないことに

注意しなければならない. そこで, 現実時間 tでサンプルする場合にもカノニカルアンサンブルを得られるこ

とを示す. 現実時間 tでサンプルした場合, 物理量 A(r,p)の平均値は

lim
τ→∞

1

τ

∫ τ

0

dtA(r(t),p(t)) = lim
τ→∞

1

τ

∫ τ

0

dtA(r′(t),p′(t)/s(t))

= lim
τ→∞

τ ′

τ

1

τ ′

∫ τ ′

0

dt′
A(r(t′),p(t′)/s(t′))

s(t′)
(9.34)

となる. 最後の変形で現実時間 tから仮想時間 t′ へと変換を行っている. 式 (9.6)より,

τ =

∫ τ ′

0

1

s
dt′ (9.35)
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であるので, これを式 (9.34)に代入すると,

lim
τ→∞

1

τ

∫ τ

0

dtA (r(t),p(t)) =
limτ ′→∞

1
τ ′

∫ τ ′

0
dt′

A(r′(t′),p′(t′)/s(t′))
s(t′)

limτ ′→∞
1
τ ′

∫ τ ′

0
dt′ 1

s(t′)

=

〈
A(r′,p′/s)

s

〉
t′〈

1
s

〉
t′

(9.36)

⟨· · · ⟩t′ は仮想時間 t′ での平均を意味する. したがって, 式 (9.31)を用いると,〈
A(r′,p′/s)

s

〉
t′〈

1
s

〉
t′

=

∫
dr
∫
dpA(r,p) exp

{
− 3N
gkBTeq

H0(r,p)
}

∫
dr
∫
dp exp

{
− 3N
gkBTeq

H0(r,p)
} (9.37)

を得る. g = 3N とすれば, これはカノニカルアンサンブルにおける物理量 A(r,p) の平均値である. つまり,

lim
τ→∞

1

τ

∫ τ

0

dtA (r(t),p(t)) = ⟨A (r(t),p(t))⟩NV T (9.38)

となる. ここで ⟨· · · ⟩NV T はカノニカルアンサンブルにおける平均を表す. すなわち, 現実時間 tでサンプルす

る時は g = 3N とすればカノニカルアンサンブルを得られる.

保存則と生成されるアンサンブル

以上の議論では, 全エネルギー (能勢のハミルトニアン)が保存することのみを用いて, 拡張系がカノニカル

アンサンブルが実現することを証明した. しかし実際にはハミルトニアンだけでなく, 全運動量や全角運動量

に対する保存則が存在する. 分子シミュレーションにおいて周期境界条件を課している場合, 全角運動量は保

存しないが, 全運動量は依然として保存する. K. Choらは, 全運動量保存則が, 能勢の方法で生成される統計

アンサンブルに影響を与えることを指摘した. すなわち, 拡張系がエルゴード的であり N 原子システムの全運

動量がゼロの時, (N − 1)粒子系のカノニカル分布を生成するが, 全運動量がゼロでない場合, 能勢の方法は正

しくカノニカルアンサンブルを生成しないことを示した [3].

以下では, 能勢のハミルトニアン (9.16)に加えて, 全運動量 P0 も保存則しているとする. 全運動量は,

P0 =

N∑
i=1

pi (9.39)

である. 拡張系の分配関数は,

Z =

∫ ∞

0

ds

∫ ∞

−∞
dp′s

∫ N∏
i=1

dr′i

∫ N∏
i=1

dp′
i

× δ
{
H0 (r

′,p′) +
p′2s
2Q

+ gkBTeq ln s− E
}
δ

{
N∑
i=1

pi − P0

} (9.40)

である. 重心の運動量を差し引いた, 粒子の相対運動量 p̃i = p′
i − P0/N を導入する. この時, 能勢のハミルト

ニアン (9.16)の運動エネルギー項は,

N∑
i=1

p′2
i

2mis2
=

N∑
i=1

p̃2
i

2mis2
+

P 2
0

2Ms2
= Krelative +Kcom (9.41)

となる. ここで, 全質量をM =
∑n
i=1mi とおいた. 右辺の第一項目は相対運動エネルギー, 第二項目は重心に
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対する運動量エネルギーである. 正準変数を p′ から p̃に取り直すと, 分配関数は

Z =

∫ ∞

0

ds

∫ ∞

−∞
dp′s

∫ N∏
i=1

dr′i

∫ N∏
i=1

dp̃i

× δ

{
N∑
i=1

p̃2
i

2mis2
+

P 2
0

2Ms2
+ U(r′) +

p′2s
2Q

+ gkBTeq ln s− E

}
δ

{
N∑
i=1

p̃i

} (9.42)

また, 能勢のハミルトニアン (9.16)は

HN =

N∑
i=1

p̃2
i

2mis2
+

P 2
0

2Ms2
+ U(r′) +

p′2s
2Q

+ gkBTeq ln s (9.43)

と修正される. 続いて, 運動量に関して δ 関数の積分を実行していく. p̃N について分配関数の積分を実行す

ると,

Z =

∫ ∞

0

ds

∫ ∞

−∞
dp′s

∫ N∏
i=1

dr′i

∫ N−1∏
i=1

dp̃i

× δ

{
N∑
i=1

p̃2
i

2mis2
+

P 2
0

2Ms2
+ U(r′) +

p′2s
2Q

+ gkBTeq ln s− E

} (9.44)

となる. ここにおいて δ 関数によって

p̃N =

N−1∑
i=1

p̃i (9.45)

であるので, 粒子の運動エネルギーは

N∑
i=1

p̃2
i

2mis2
=

N−1∑
i=1

p̃2
i

2mis2
+

p̃2
N

2mNs2

=

N−1∑
i=1

p̃2
i

2mis2
+

N−1∑
i=1

p̃2
i

2mNs2
(9.46)

である. 便利のために新たな運動エネルギー

N−1∑
i=1

π2
i

2λis2
≡
N−1∑
i=1

p̃2
i

2mis2
+

N−1∑
i=1

p̃2
i

2mNs2
(9.47)

を定義すると, 分配関数は

Z =

∫ ∞

0

ds

∫ ∞

−∞
dp′s

∫ N∏
i=1

dr′i

∫ N−1∏
i=1

dπi

× δ

{
N−1∑
i=1

π2
i

2mis2
+

P 2
0

2Ms2
+ U(r′) +

p′2s
2Q

+ gkBTeq ln s− E

} (9.48)

となる. 仮想座標 r′i, 仮想運動量 p′
i (あるいは πi) から, 物理系の座標と ri と運動量 pi に変数変換する.
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p′
i = pi/sであるから,

Z =

∫ ∞

0

ds

∫ ∞

−∞
dp′s

∫ N∏
i=1

dri

∫ N−1∏
i=1

dpi s
3N−3

× δ

{
N−1∑
i=1

p2
i

2mis2
+

P 2
0

2Ms2
+ U(r) +

p′2s
2Q

+ gkBTeq ln s− E

} (9.49)

となる. この分配関数は, 重心に対する運動エネルギー項と次元が 3N − 3であることを除けば, 元々の能勢の

方法における分配関数 (9.27)と同じ形をしている. 続く手続きでは, sに関する積分を実行していく. 分配関数

のディラックのデルタ関数に関して

N−1∑
i=1

p2
i

2mis2
+

P 2
0

2Ms2
+ U(r) +

p′2s
2Q

+ gkBTeq ln s = E (9.50)

は, sに関して二つの解 s1, s2 を持つので, ディラックのデルタ関数に関する恒等式 (9.28)を適用すると,

δ

{
N−1∑
i=1

p2
i

2mis2
+

P 2
0

2Ms2
+ U(r) +

p′2s
2Q

+ gkBTeq ln s− E

}
=

2∑
i=1

δ(s− si)∣∣∣− P02

2Ms3 +
gkBTeq

s

∣∣∣
s=si

(9.51)

となる. よって, 分配関数を sに関して積分を実行すると,

Z =

∫ ∞

0

ds

∫ ∞

−∞
dp′s

∫ N∏
i=1

dri

∫ N−1∏
i=1

dpi s
3N−3

2∑
i=1

δ(s− si)∣∣∣− P02

2Ms3 +
gkBTeq

s

∣∣∣
s=si

(9.52)

=

∫ ∞

0

ds

∫ ∞

−∞
dp′s

∫ N∏
i=1

dri

∫ N−1∏
i=1

dpi

2∑
i=1

s3N−3
i∣∣∣− P02

2Ms3 +
gkBTeq

s

∣∣∣
s=si

(9.53)

となる. この分配関数の積分は明らかにボルツマン因子に比例した形にならず, 物理系はカノニカル分布にし

たがわない.

一方で P0 = 0の場合, デルタ関数内の重心の運動量エネルギー項が消えるので, sに関して唯一つだけの解

s0 を持つ. そのため, オリジナルの能勢の分配関数と同様の手続きで sに関する積分ができ, 結果として物理

系がカノニカル分布にしたがうことが示される.

9.1.2 能勢・Hooverの方法

能勢・Hooverの運動方程式

W.G.Hooverは現実時間 tでの能勢の運動方程式を変形することで, 時間スケーリング sが必須でない形を

持つ運動方程式を導出した [4, 5]. 仮想時間における能勢の方程式 (9.17)–(9.20)に対して, 次のような非正準

変換を考える:

ri = r′i, pi =
p′
i

s
, dt =

dt′

s
,

1

s

ds

dt
=
dη

dt
, ps = pη (9.54)
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現実時間における運動方程式は,

dri
dt

=
pi
mi

(9.55)

dpi
dt

= Fi −
pη
Q

pi (9.56)

dη

dt
=
pη
Q

(9.57)

dpη
dt

=

N∑
i=1

p2
i

mi
− gkBTeq (9.58)

と導出される. この運動方程式を能勢・Hooverの運動方程式という. さらに

ζ ≡ 1

s

ds

dt
=
ds

dt′
=
pη
Q

(9.59)

を定義して, 瞬間温度

T (t) =
1

gkB

N∑
i=1

pi
2

mi
(9.60)

を用いて運動方程式を書き直すと

dri
dt

=
pi
mi

(9.61)

dpi
dt

= Fi − ζpi (9.62)

dζ

dt
=
gkB
Q

(T (t)− Teq) (9.63)

の 3つの式で閉じた形となる. ζ は一種の抵抗係数のようなものである. 瞬間温度 T (t)が設定温度 Teq より高

い時, ζ は増加する方向に変化し, 粒子の運動量を小さくする. 逆に瞬間温度 T (t)が設定温度 Teq より低い時,

ζ は減少するように変化し, 運動量を増加させる. このように, ζ はその時間変化によって, 瞬間温度 T (t)が設

定温度 Teq に近づくよう, 粒子の運動量にフィードバックをかける. つまり, 熱浴粒子が摩擦力を通して熱を供

給したり奪ったりすることで, 現実系の温度 T を平均として一定値 Teq に保つのである.

なお, 能勢・Hoover運動方程式を導出する際に使用した仮想時間から現実時間への変換 (9.54)は非正準変

換である. すなわち, 能勢・Hooverの運動方程式 (9.55)–(9.58), (9.61)–(9.63)には基になるハミルトニアンが

存在しないことに注意する必要がある. このような力学系は non-Hamiltonian systemと呼ばれ, 統計力学

的な性質などがM. E. Tuckermanらによって詳しく調べられている [6, 7]. 以上のように, 能勢・Hoover方程

式ではハミルトニアンは存在しないのだが, 実は拡張部分も含めた全エネルギー

ENH =

N∑
i=1

p2
i

2mi
+ U(r) +

p2η
2Q

+ gkBTeqη (9.64)

は保存量となっている.

能勢・Hooverの運動方程式の時間発展法

G. J. Martynaらが提案した時間反転可逆な積分法 [8, 9]をもとに, 数値積分アルゴリズムについて述べる.

能勢・Hooverの運動方程式の位相空間は (r,p, ζ)で張られる. したがって, 物理量 A(r,p, ζ)の時間発展は,

Ȧ(r,p, ζ) =
∑
i

ṙi ·
∂A

∂ri
+
∑
i

ṗi ·
∂A

∂pi
+ ζ̇

∂A

∂ζ
(9.65)
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とかける. ここで演算子 D を導入する.

D ≡
∑
i

ṙi ·
∂

∂ri
+
∑
i

ṗi ·
∂

∂pi
+ ζ̇

∂

∂ζ
(9.66)

運動方程式 (9.61)-(9.63)を代入すると,

D =
∑
i

pi
mi
· ∂
∂ri

+
∑
i

(Fi − ζpi) ·
∂

∂pi
+

1

Q

(∑
i

p2
i

mi
− gkBTeq

)
∂

∂ζ
(9.67)

を得る. この演算子 D を用いると, 式 (9.65)は

Ȧ (r,p, ζ) = DA (9.68)

とかける. この微分方程式の形式的な解は

A(t+∆t) = eD∆tA(t) (9.69)

となる. この形式解は厳密に正しいが数値積分できる形式ではないため, 演算子 D を以下のように分割する.

D = D1 +D2 +D3 (9.70)

D1 =
∑
i

pi
mi
· ∂
∂ri

+
1

Q

(∑
i

p2
i

mi
− gkBTeq

)
∂

∂ζ
(9.71)

D2 =
∑
i

Fi ·
∂

∂pi
(9.72)

D3 = −ζ
∑
i

pi ·
∂

∂pi
(9.73)

演算子 D の分割にともなって, 時間発展演算子 eD∆t を鈴木・トロッター分割を用いて以下のように近似的に

分解すると,

eD∆t = eD3
∆t
2 eD2

∆t
2 eD1

∆t
2 eD2

∆t
2 eD3

∆t
2 +O

(
(∆t)3

)
(9.74)

となる. また, 時間発展演算子 eDj∆t は

eDj∆t = 1 +Dj∆t+
1

2!
D2
j (∆t)

2 + · · · (9.75)

と展開することができるため, eD1∆t による位相空間の時間発展は

eD1∆t

ri(t)pi(t)
ζi(t)

 =

[
1 +

{∑
i

pi
mi
· ∂
∂ri

+
1

Q

(∑
i

p2
i

mi
− gkBTeq

)
∂

∂ζ

}
∆t+ · · ·

]ri(t)pi(t)
ζ(t)


=

 ri(t) +
pi(t)
mi

∆t

pi(t)

ζ(t) + 1
Q

(∑
i
p2
i

mi
− gkBTeq

)
∆t

 (9.76)
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と記述できる. D1 が pi に作用するとゼロであるので, ∆tの 2乗以上の高次項はゼロとなる. したがって, 式

(9.76)は厳密に正しい式である. 同様にして, 時間発展演算子 eD2∆t による位相空間の時間発展は

eD2∆t

ri(t)pi(t)
ζi(t)

 =

[
1 +

{∑
i

Fi ·
∂

∂pi

}
∆t+ · · ·

]ri(t)pi(t)
ζ(t)


=

 ri(t)
pi(t) + Fi∆t

ζ(t)

 (9.77)

と記述される. 演算子 D3 は位相空間 (r,p, ζ)に作用しても∆tの高次項がゼロにならないが, 指数関数のテイ

ラー展開

ex = 1 + x+
1

2!
x2 + · · · (9.78)

を用いれば, 時間発展演算子 eD3∆t による位相空間の時間発展を

eD3∆t

ri(t)pi(t)
ζi(t)

 =

{
1 +D3∆t+

1

2!
D2

3(∆t)
2 + · · ·

}ri(t)pi(t)
ζ(t)


=

1 +

(
−ζ
∑
i

pi ·
∂

∂pi

)
∆t+

1

2!

(
−ζ
∑
i

pi ·
∂

∂pi

)2

(∆t)2 + · · ·


ri(t)pi(t)
ζ(t)


=

 ri(t)
pi(t)

{
1− ζ∆t+ 1

2! (−ζ∆t)
2 + · · ·

}
ζ(t)


=

 ri(t)
pi(t)e

−ζ∆t

ζ(t)

 (9.79)

と得ることができる. 以上により, 各時間発展演算子による時間発展が計算できる. 式 (9.74)の順で位相空間

(r,p, ζ)を時間発展させると次のようなアルゴリズムを得る.

pi ← pi exp

(
−ζ∆t

2

)
(9.80)

pi ← pi + Fi
∆t

2
(9.81)

ri ← ri +
pi
mi

∆t (9.82)

ζ ← ζ +
1

Q

(
N∑
i=1

p2
i

mi
− gkBTeq

)
∆t (9.83)

pi ← pi + Fi
∆t

2
(9.84)

pi ← pi exp

(
−ζ∆t

2

)
(9.85)

ここで ← はプログラム中での代入を意味する. 式 (9.80)-(9.85) のプロセスを 1 回計算することにより, 能

勢・Hoover 熱浴を用いた分子動力学シミュレーションを 1 ステップ進めることができる. 熱浴がない, つま

り ζ = 0の時, 速度ベルレ法によるミクロカノニカルアンサンブルでの時間発展の表式を得られる. さらに式

(9.74)における時間発展演算子 eD∆t の分割が時間反転について対称であるので, 上記のアルゴリズムも時間

反転対称である.
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9.2 温度制御: 能勢・Poincaréの方法

仮想時間 t′ における能勢の熱浴の運動方程式 (9.17)–(9.20)は, 能勢のハミルトニアン HN から導かれる正

準方程式である. したがって, ハミルトニアンHN を分割し, そこから導かれる時間発展演算子によって位相空

間の時間発展アルゴリズムを構築することで, 仮想時間 t′ におけるシンプレクティック分子動力学法を実行す

ることは可能である. しかしこの場合, 実時間 tは時間スケール sによって時間刻みが速くなったり遅くなる

ため不便である. 例えば相関関数など計算することを考えれば直ちにその不便さが分かるだろう. 能勢の運動

方程式 (9.22)–(9.25), 能勢・Hooverの運動方程式 (9.55)–(9.58), (9.61)–(9.63)のように現実時間に書き換え

ることはできるが, 仮想時間から現実時間への変換は正準変換でない. したがって, これらの運動方程式には基

となるハミルトニアンが存在せず, この運動方程式に基づいて導かれた分子動力学法はシンプレクティック性

を満たさない. そこで, 実時間 tにおいてシンプレクティック性を満たす温度制御法として, 能勢・Poincaré

熱浴が提案されている.

9.2.1 能勢・Poincaréのハミルトニアンと運動方程式

能勢の方法で現実時間 tでシンプレクティック性が失われるのは, 仮想時間 t′ から現実時間 tの変換が正準

変換でなく, 得られた運動方程式はもはやハミルトン形式でないからである. 能勢・Poincaré 熱浴では, 能勢

のハミルトニアンにポアンカレ変換 [10, 11]を施すことで, 仮想時間 t′ から現実時間 tに変換しても運動方程

式のハミルトン形式が保たれるようにしている.

ポアンカレ変換

ポアンカレ変換 [10, 11]を用いて仮想時間から現実時間にスケールする方法を見ていく. ポアンカレ変換で

は, 時間スケール関数 f(r, p′) > 0を用いてハミルトニアンH = H(r, p′)を次のようにスケールする:

H̃(r, p′) = f(r, p′)(H−H0) (9.86)

ここで, H0 はある時刻におけるハミルトニアンの値であり, 通常ハミルトニアンの初期値とする. 以下で

は, ポアンカレ変換された力学系のダイナミクスが元々の力学系のダイナミクスと同じであることを課し,

時間スケール関数 f がどのような関数となるべきか考えていく. まず, 仮想時間におけるハミルトニアン

H = H(r, p′)の正準方程式は

dri
dt′

=
∂H
∂p′i

(9.87)

dp′i
dt′

=−∂H
∂ri

(9.88)

である. 次に, 現実時間にスケールしたハミルトニアン (9.86)の正準方程式は

dri
dt

=
∂H̃
∂p′i

= f
∂H
∂p′i

+ (H−H0)
∂f

∂p′i
= f

∂H
∂p′i

(9.89)

dp′i
dt

=−∂H̃
∂ri

=−f ∂H
∂ri
− (H−H0)

∂f

∂ri
=−f ∂H

∂ri
(9.90)
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である. 途中の計算でハミルトニアンが保存すること (H = H0)であることを使用した. さらに具体的に変形

すると

dri
dt

=
dt′

dt

dri
dt′

= f
∂H
∂p′i

(9.91)

dp′i
dt

=−dt
′

dt

dp′i
dt′

=−f ∂H
∂ri

(9.92)

となる. 変換前後における力学系のダイナミクスが同じであるという制約から, スケール関数 f が満たすべき

条件

dt′

dt
= f (9.93)

が得られる. 能勢の方法の場合

f =
dt′

dt
= s (9.94)

である.

能勢・Poincaréのハミルトニアン

能勢・Poincaréのハミルトニアンは次のように書かれる:

HNP = s {HN(r,p
′, s, ps)−H0} (9.95)

= s

{
N∑
i=1

p′2
i

2mis2
+ U(r) +

p2s
2Q

+ gkBTeq log s−H0

}
(9.96)

ここで, H0 はHN の初期値である. ps の熱浴の自由度 sに対する正準共役な運動量, Qは熱浴の質量に相当す

る sの時間発展を制御するパラメータ, kB はボルツマン定数, Teq は設定温度, g は系の自由度であり 3次元空

間中の N 粒子系を考えるときは g = 3N となる.

能勢・Poincaré運動方程式

ハミルトニアン (9.96)から運動方程式は以下のように導かれる:

ṙi =
∂HNP

∂p′
i

=
p′
i

mis
(9.97)

ṗ′
i = −

∂HNP

∂r′i
= sFi (9.98)

ṡ =
∂HNP

∂ps
= s

ps
Q

(9.99)

ṗs = −
∂HNP

∂s
=

N∑
i=1

p2
i

mis2
− gkBTeq − (HN −H0) (9.100)

HN は保存されることから,　
HN −H0 = 0 (9.101)

という関係式を用いると, 運動方程式 (9.97)–(9.100)は能勢・Hoover熱浴の運動方程式 (9.61)–(9.63)と一致

することが確認できる*1. ただし, 実際の数値計算ではHN −H0 はゼロの周りを揺らぐことに注意のこと.

*1 p = p′
i/s であることを用いると, 運動方程式 (9.97) から ṙi = pi/mi を得る. 運動方程式 (9.98) より d

dt
(pi/s) = ṗi/s −

ṡ/s2pi = sFi なので, ṗi = Fi = ṡ/spi = Fi − ζpi を得る. ここで ζ = ṡ/sである. 運動方程式 (9.99)から直ちに, ζ = ps/Q

を得る. 最後に運動方程式 (9.100) からは ζ̇ = 1
Q
(
∑N

i=1 p
2
i /mi) − gkBTeq を得る. このように, 能勢・Hoover の運動方程式
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9.2.2 能勢・Poincaréの方法の時間発展アルゴリズム

能勢・Poincaré熱浴における時間発展アルゴリズムを導出していく. まず, ハミルトニアン HNP を以下の

ように 3つに分割する:

HNP = HNP1 +HNP2 +HNP3 (9.102)

HNP1 = s

(
N∑
i=1

p′2
i

2mis2
+ gkBTeq log s−H0

)
(9.103)

HNP1 = sU(r) (9.104)

HNP1 = s
p2s
2Q

(9.105)

続いて, 各ハミルトニアンによる時間発展を考える. ある物理量 Aの時間微分から演算子 D を

dA

dt
=

(
N∑
i=1

ṙi
∂

∂ri
+

N∑
i=1

ṗ′
i

∂

∂p′
i

+ ṡ
∂

∂s
+ ṗs

∂

∂ps

)
A (9.106)

≡ DA (9.107)

のように定義する. さらに運動方程式 (9.97)–(9.100)を考慮すると

dA

dt
=

(
N∑
i=1

∂HNP

∂p′
i

∂

∂ri
−

N∑
i=1

∂HNP

∂ri

∂

∂p′
i

+
∂HNP

∂ps

∂

∂s
− ∂HNP

∂s

∂

∂ps

)
A (9.108)

とかけるので, 各ハミルトニアンについてそれぞれ

DHNP1
=

p′
i

mis2
∂

∂ri
+

(
N∑
i=1

p′2
i

2mis2
− gkBTeq log s+H0 − gkBTeq

)
∂

∂ps
(9.109)

DHNP2 = sFi
∂

∂p′
i

− U(r)
∂

∂ps
(9.110)

DHNP3
= s

ps
Q

∂

∂s
− p2s

2Q

∂

∂ps
(9.111)

を得る. これらの演算子を位相空間に作用させると

DHNP1 ri =
p′
i

mis
(9.112)

DHNP1
ps =

N∑
i=1

p′2
i

2mis2
− gkBTeq log s+H0 − gkBTeq (9.113)

DHNP2 p′
i = sFi (9.114)

DHNP2 ps = −U(r) (9.115)

DHNP3 s = s
ps
Q

(9.116)

DHNP3
ps = −

p2s
2Q

(9.117)

のようになる.

(9.61)–(9.63)と同様の運動方程式が得られることが分かる.
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時間発展演算子を例えば次のように分割する:

eDHNP
∆t/2 = eDHNP3

∆t/2eDHNP2
∆t/2eDHNP1

∆teDHNP2
∆t/2eDHNP3

∆t/2 +O((∆t)3) (9.118)

演算子 D を位相空間に作用させた結果 (9.112)–(9.117)を用いると, 時間発展演算子による位相空間の時間発

展はそれぞれ次のように計算される:

eDHNP1
∆t ri = ri +

p′
i

mis
∆t (9.119)

eDHNP1
∆t ps = ps +

(
N∑
i=1

p′2
i

2mis2
− gkBTeq log s+H0 − gkBTeq

)
∆t (9.120)

eDHNP2
∆t p′

i = p′
i + sFi∆t (9.121)

eDHNP2
∆t ps = ps − U(r)∆t (9.122)

eDHNP3
∆t s = s+ s

ps
Q
∆t+ s

p2s
4Q2

(∆)2 = s

(
1 +

ps
2Q

∆t

)2

(9.123)

eDHNP3
∆t ps = ps −

p2s
2Q

∆t+
p3s
4Q2

(∆t)2 + · · · = ps
(1 + ps

2Q∆t)
(9.124)

なお, 最後の式 (9.124)において
1

1 + x
= 1− x+ x2 − x3 + · · · (9.125)

を用いた. 以上で得られた式を用いて, 式 (9.118) の順で位相空間を時間発展させると次のような能勢・

Poincaré熱浴の時間発展アルゴリズムを得る:

s ← s

(
1 +

ps
2Q

∆t

2

)2

(9.126)

ps ←
ps(

1 + ps
2Q

∆t
2

) (9.127)

p′
i ← p′

i + sFi
∆t

2
(9.128)

ps ← ps − U(r)
∆t

2
(9.129)

ri ← ri +
p′
i

mis
∆t (9.130)

ps ← ps +

(
N∑
i=1

p′2
i

2mis2
− gkBTeq log s+H0 − gkBTeq

)
∆t (9.131)

p′
i ← p′

i + sFi
∆t

2
(9.132)

ps ← ps − U(r)
∆t

2
(9.133)

s ← s

(
1 +

ps
2Q

∆t

2

)2

(9.134)

ps ←
ps(

1 + ps
2Q

∆t
2

) (9.135)
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9.2.3 能勢・Poincaré熱浴における影のハミルトニアン

シンプレクティック分子動力学法の特徴として, 影のハミルトニアンの存在があげられる. そこで, 能勢・

Poincaré熱浴における影のハミルトニアンがどのような表式であるかを見ていく. まず, 時間発展演算子を

eDZ∆t = eDX∆teDY ∆t (9.136)

と 2つに分割した時, ベーカー・ハウスドルフ・キャンベルの公式より演算子 D の間には

DZ∆t =DX∆t+DY∆t+
1

2
[DX∆t, DY∆t]

+
1

12
{[DX∆t, [DX∆t,DY∆t]] + [DY∆t, [DY∆t,DX∆t]]}+ · · · (9.137)

と展開できる. ここで [X,Y ] = XY − Y X とした. まとめると,

DZ = DX +DY +
∆t

2
[DX , DY ] +

(∆t)2

12
{[DX , [DXt,DY ]] + [DY , [DY , DX ]]} (9.138)

となる. 演算子 D について

[DX , DY ] = D{Y, X} (9.139)

{Y, X} =
∑
i

(
∂Y

∂ri

∂X

∂pi
− ∂Y

∂pi

∂X

∂ri
+
∂Y

∂s

∂X

∂ps
− ∂Y

∂ps

∂X

∂x

)
(9.140)

である. ここで {}はポアソン括弧を意味する. 能勢・Poincaré熱浴では, 式 (9.118)のようにさらに細かく時

間発展演算子を分割した. すなわち, 時間発展演算子は

eB = eA3/2eA2/2eA1eA3/2eA2/2 = eA3/2eA
′
eA3/2 (9.141)

のような形をしている. この時, ベーカー・ハウスドルフ・キャンベルの公式を繰り返し適用することで, 演算

子 B や A′ は, A1, A2, A3 を用いて

A′ = A2 +A1 −
1

24
[A2, [A2, A1]] +

1

12
[[A2, A1], A1] + · · · (9.142)

B = A3 +A′ − 1

24
[A3, [A3, A

′]] +
1

12
[[A3, A

′], A′] + · · · (9.143)

と計算できる. これを用いると

H̃ = HNP

− (∆t)2

24
({{HNP1, HNP2} ,HNP2} − 2 {{HNP2, HNP1} ,HNP1})

− (∆t)2

24
({{HNP1 +HNP2, HNP3} , HNP3} − 2 {{HNP3, HNP1 +HNP2} , HNP1 +HNP2}) (9.144)
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となる. これを具体的に計算すると能勢・Poincaré熱浴における影のハミルトニアン

H̃ = HNP

+
(∆t)2

24

[
−s

N∑
i=1

1

m

(
∂U

∂ri

)2

+ 2s

N−1∑
i=1

N∑
j>i

p′
i

mis

∂2U

∂rirj

p′
j

mjs

− p2s
2Q2

(
−s

N∑
i=1

p2
i

mis2
+HNP −

sp2s
2Q

+ 3gkBTeqs

)

+
2

sQ

(
−s

N∑
i=1

p2
i

mis2
+HNP −

sp2s
2Q

+ gkBTeqs

)2]
+O((∆t)4) (9.145)

を得ることができる.

9.2.4 能勢・Poincaré熱浴の注意点

能勢・Poincaré熱浴はシンプレクティックな分子動力学法であり, 影のハミルトニアンが存在するためハミ

ルトニアンの安定性が良い. しかしポテンシャルにカットオフを使用するシミュレーション (ほとんど全ての

場合)で, 能勢・Poincaré熱浴を使用するには注意が必要である.

能勢・Poincaréの運動方程式 (9.100)は

ṗs = −
∂HNP

∂s
=

N∑
i=1

p2
i

mis2
− gkBTeq − (HN −H0) (9.146)

のように書かれていることを思い出そう. もしポテンシャルにカットオフを使用した場合, 誤差が積り,シミュ

レーション中に HN が徐々に増大していく. ここで HN −H0 = gkBαのように書けるとすると,
∑
i p

′
i/mis

2

が目指すべき温度は gkB(Teq + α)と書くことができる. すなわち, HN の誤差の蓄積に伴って αが大きくなる

ことで, 設定すべき温度はシミュレーション中に徐々に高くなっていく. このようにポテンシャルカットオフ

を入れると, 能勢・Poincaré熱浴で温度を制御しているはずなのに実際には制御できていないという状況がお

きてしまう. このことは, 実際に能勢・ポアンカレ熱浴を水分子に適用し, 能勢・Hoover熱浴と比較した研究

[12]で確認されている.
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9.3 圧力制御: Andersenの方法

定圧環境では, 系の体積は揺らいでいる. 体積を大きくすれば圧力は下がり, 体積を小さくすれば圧力は上が

る. よって, 圧力制御をするには物理系にピストンを導入して,体積 V を変化させればよい. Andersenはピス

トンを新たな一般化座標として導入した [13]. ここでは, 一方向のピストンではなく, 立方体セルの三方向から

等方的に圧縮・膨張するピストンを考える. 新たな一般化座標として導入されたピストンの座標は基本セルの

体積 V の値となる.

9.3.1 Andersenの運動方程式

Andersenの方法では, 立方体セルの一辺の長さ L = V
1
3 を用いて座標を

ri = V
1
3 r̃i (9.147)

とスケールする. この時間微分は以下のようになる.

ṙi = V
1
3 ˙̃ri +

V̇

3V
V

1
3 r̃i (9.148)

式 (9.148)の右辺の第 2項は (i)一様な体積の増減に伴う流れであり, 温度に寄与する運動エネルギーから除く

べきであること, (ii)セル中の位置 r̃ によって速度へに寄与が異なってしまうことは望まししくないことから,

これを無視すると,

ṙi = V
1
3 ˙̃ri (9.149)

となる. ただし, 一度 ṙi = V
1
3 ˙̃r としてハミルトニアン HA を導入した後に正準方程式を導く際には,

ṙi = L ˙̃ri + L̇r̃i として計算しなければならないことに注意しなければならない. 物理系にピストンの自由度を

追加した拡張系のラグランジアンを

LA(r̃, ˙̃r, V, V̇ ) =

N∑
i=1

mi

2
V

2
3 ˙̃r2i − U(r) +

1

2
WV̇ 2 − PeqV (9.150)

のように導入する. ここでW はピストンの仮想的な質量である. r̃i と V に正準共役な運動量 p̃i, pV はそれ

ぞれ

p̃i ≡
∂LA

∂ ˙̃ri
= miV

2
3 ˙̃ri = V

1
3pi (9.151)

pV ≡
∂LA

∂V̇
=WV̇ (9.152)

と求まる. 式 (9.150), (9.151), (9.152)より, 対応するハミルトニアンHA は

HA(r̃, p̃, V, pV ) =

N∑
i=1

˙̃ri · p̃i + V̇ pV − LA

=

N∑
i=1

p̃2
i

miV
2
3

+
p2V
W
− LA

=

N∑
i=1

p̃2
i

2miV
2
3

+ U(V
1
3 r̃) +

p2V
2W

+ PeqV (9.153)
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となる. ハミルトニアンHA から運動方程式を導くと

dr̃i
dt

=
∂HA

∂p̃i
=

p̃i

miV
2
3

(9.154)

dp̃i
dt

= −∂HA

∂r̃i
= −∂U

∂r̃i
= V

1
3Fi (9.155)

dV

dt
=

∂HA

∂pV
=
pV
W

(9.156)

dpV
dt

= −∂HA

∂V
=

1

3V

(
N∑
i=1

p̃2
i

miV
2
3

+

N∑
i=1

Fi · ri

)
− Peq (9.157)

を得る.

ここで, 系の圧力制御の様子を見るために, 式 (9.156)と式 (9.157) を V に関する方程式に書き直す:

V̈ =
1

W

{
1

3V

(
N∑
i=1

p̃2
i

miV
2
3

+

N∑
i=1

Fi · ri

)
− Peq

}

=
1

W

{
1

3V

(
N∑
i=1

p2
i

mi
+

N∑
i=1

Fi · ri

)
− Peq

}
(9.158)

この式は瞬間圧力

P (t) =
1

3V

(
N∑
i=1

p2
i (t)

mi
+

N∑
i=1

Fi(t) · ri(t)

)
(9.159)

を用いて,
WV̈ = P (t)− Peq (9.160)

と書き直すことができる. したがって, 瞬間圧力 P (t)が設定圧力 Peq よりも低い時, 体積の加速度 V̈ が負の値

となり, 系の収縮速度を大きくさせることで, 瞬間圧力 P (t) を高くする. 一方で, 瞬間圧力 P (t) が設定圧力

Peq よりも高い時, 体積の加速度 V̈ が正の値となり, 系の膨張速度を大きくさせることで, 瞬間圧力 P (t)を低

くする. このように, 瞬間圧力に基づいて系の体積がフィードバックを受けることで圧力を制御している. さら

に, 式 (9.160)を次のように書き直す.

V̈ =
P (t)− Peq

W
(9.161)

この式より, ピストンの質量W を大きくすると, 体積の収縮・膨張速度 V̈ は小さくなり, 逆にピストンの質量

W を小さくすると, 体積の収縮・膨張速度 V̈ は大きくなる. ピストンの質量が大きすぎると, 緩和に時間がか

かりすぎ, 逆に小すぎると緩和が振動型となり緩和に時間がかかるようになる. 瞬間圧力 P (t)の時間変化と同

じくらいのスケールで V の値も時間変化するようにW の値を調整すると, 効率よく圧力を制御することがで

きる.

9.3.2 Andersenの方法が実現する統計アンサンブル

Andersen の運動方程式 (9.154)–(9.157) による時間発展において, ハミルトニアン HA はある一定の値 E

に保たれる. すなわち,

HA(r̃, p̃, V, pV ) =

N∑
i

p̃2
i

2miV
2
3

+ U(V
1
3 r̃) +

p2V
2W

+ PeqV = E (9.162)

この保存量はエンタルピー H と p2V /W だけ異なる. 平衡状態では体積は平均値の周りでゆっくり揺らぐだけ

で, 体積の運動エネルギー p2V /2W はハミルトニアンHA に比べて小さな値を取ることが多い. 実際, 系が等分
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配則を満たすとするとヴィリアルの定理から ⟨p2V /W ⟩ = kBTeq であるため, N が十分大きい場合∣∣∣∣ p2V2W
∣∣∣∣≪ |HA| (9.163)

となる. したがって, エンタルピー H は近似的に

H ≡ H0 + PeqV ≃ 一定値 (9.164)

となる. ゆえに, Andersenの方法では近似的に NPH 一定のアンサンブル (等圧・等エンタルピーアンサンブ

ル)が得られる.

9.3.3 Andersenの運動方程式の時間発展法

Andersenの運動方程式 (9.154)–(9.157)は位相空間 (r̃, p̃, V, pV )で張られる. よって物理量 A(r̃, p̃, V, pV )

の時間発展は

Ȧ(r̃, p̃, V, pV ) =

N∑
i=1

˙̃ri ·
∂A

∂r̃i
+

N∑
i=1

˙̃pi ·
∂A

∂p̃i
+ V̇

∂A

∂V
+ ˙pV

∂A

∂pV
(9.165)

とかける. ここで演算子 D を導入する.

D ≡
N∑
i=1

˙̃ri ·
∂

∂r̃i
+

N∑
i=1

˙̃pi ·
∂

∂p̃i
+ V̇

∂

∂V
+ ˙pV

∂

∂pV
(9.166)

運動方程式 (9.154)–(9.157)を式 (9.166)に代入すると,

D =

N∑
i=1

p̃i

miV
2
3

· ∂
∂r̃i

+

N∑
i=1

V
1
3Fi ·

∂

∂p̃i
+
pV
W

∂

∂V
(9.167)

+

{
1

3V

(
N∑
i=1

p̃2
i

miV
2
3

+

N∑
i=1

Fi · ri

)
− Peq

}
∂

∂pV
(9.168)

となる. 続いて, 演算子 D を以下のように 3つに分割する.

D = D1 +D2 +D3 (9.169)

D1 =

N∑
i=1

p̃i

miV
2
3

· ∂
∂r̃i

+

N∑
i=1

p̃2
i

3miV
5
3

· ∂

∂pV
(9.170)

D2 =
pV
W

∂

∂V
(9.171)

D3 =

N∑
i=1

V
1
3Fi ·

∂

∂p̃i
+

{
1

3V

N∑
i=1

Fi · ri − Peq

}
∂

∂pV
(9.172)

鈴木・トロッター展開を用いると, 時間発展演算子を

eD∆t = eD3
∆t
2 eD2

∆t
2 eD1∆teD2

∆t
2 eD3

∆t
2 +O

(
(∆t)3

)
(9.173)
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と分割することができる. 各時間発展演算子による位相空間の時間発展は

eD1∆t


r̃i(t)
p̃i(t)
V (t)
pV (t)

 =


r̃i(t) +

p̃i(t)

miV
2
3
∆t

p̃i(t)
V (t)

pV (t) +
∑N
i=1

1

3miV
5
3
p̃2
i∆t

 (9.174)

eD2∆t


r̃i(t)
p̃i(t)
V (t)
pV (t)

 =


r̃i(t)
p̃i(t)

V (t) + pV (t)
W ∆t

pV (t)

 (9.175)

eD3∆t


r̃i(t)
p̃i(t)
V (t)
pV (t)

 =


r̃i(t)

p̃i(t) + V
1
3Fi∆t

V (t)

pV (t) +
(

1
3V

∑N
i=1 Fi · ri − Peq

)
∆t

 (9.176)

となるので, 式 (9.173)の順番で位相空間 (r̃i,p̃i,V ,pV )を時間発展させると次のアルゴリズムを得る.

p̃i ← p̃i + V
1
3Fi

∆t

2
(9.177)

pV ← pV +

(
1

3V

N∑
i=1

Fi · ri − Peq

)
∆t

2
(9.178)

V ← V +
pV
W

∆t

2
(9.179)

r̃i ← r̃i +
p̃2
i

miV
2
3

∆t (9.180)

pV ← pV +

N∑
i=1

1

3miV
5
3

p̃2
i∆t (9.181)

V ← V +
pV
W

∆t

2
(9.182)

p̃i ← p̃i + V
1
3Fi

∆t

2
(9.183)

pV ← pV +

(
1

3V

N∑
i=1

Fi · ri − Peq

)
∆t

2
(9.184)



第 9章 拡張系の方法 147

9.4 圧力制御: Parrinello-Rahmanの方法

Andersenの方法では、シミュレーションセルを等方的に動かして圧力を制御することを見た. ここでは、シ

ミュレーションセルの変形を許しながら圧力制御を行う Parrinello-Rahman[14, 15]の方法を見ていく. なお、

ここでの議論は統計力学の章で圧力テンソルを導出したときの議論と重複する部分があるが、必要な部分はで

きるだけ省略しないで記述することにする.

9.4.1 シミュレーションセル: 平行六面体

平行六面体の数学的基礎

Parrinello-Rahman方法では, 平行六面体のシミュレーションセルを使用する. 平行六面体の基本並進ベク

トルを

a1 = (a1x, a1y, a1z)
t, (9.185)

a2 = (a2x, a2y, a2z)
t, (9.186)

a3 = (a3x, a3y, a3z)
t (9.187)

とする. 基本セルはセル行列 Lを用いて

L = (a1,a2,a3) (9.188)

と書くことができる. 基本セルの体積は

V = detL = a1 · (a2 × a3) = a2 · (a3 × a1) = a3 · (a1 × a2) (9.189)

と計算できる. ここで, 体積を基本並進ベクトルで微分すると,

∂V

∂a1
= a2 × a3 (9.190)

∂V

∂a2
= a3 × a1 (9.191)

∂V

∂a3
= a1 × a2 (9.192)

である. これらをまとめると

σ ≡ ∂V

∂L
= (a2 × a3, a3 × a1, a1 × a2) (9.193)

となる. ここでセル行列 Lに関する関係式をまとめておく. まず初めにセル行列の逆行列 L−1 は

L−1 =
1

V

(a2 × a3)
t

(a3 × a1)
t

(a1 × a2)
t

 =
1

V
σt (9.194)
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と計算される. さらに L, σ, V の間には

Ltσ =

at
1

at
2

at
3

 (a2 × a3, a3 × a1, a1 × a2)

=

a1 · (a2 × a3) 0 0
0 a2 · (a3 × a1) 0
0 0 a3 · (a1 × a2)


= V 1 (9.195)

が成立する. ここで 1は単位行列である.

スケールした座標と速度

Andersenの方法の時と同じように, Parrinello-Rahmanの方法でもスケールした座標と速度を使用する. ス

ケールした座標と速度はセル行列を使用して

ri = Lr̃i (9.196)

ṙi = L ˙̃ri (9.197)

とかける. 以降, スケール座標と速度は上付のチルダ˜で表す. ここで計量テンソル

G = LtL =

 at
1

at
2

at
3

 (a1 a2 a3) =

 a1 · a1 a1 · a2 a1 · a3

a2 · a1 a2 · a2 a2 · a3

a3 · a1 a3 · a2 a3 · a3

 (9.198)

を導入する. 計量テンソルGを用いると速度の二乗は

ṙ2i = ṙti ṙi =
(
L ˙̃r
)t

L ˙̃r = ˙̃rtiL
LL ˙̃ri = ˙̃rtiG ˙̃ri (9.199)

とかける. ここで任意の行列 Aと B について

AtBt = (BA)t (9.200)

の関係が成り立つことを用いた.

9.4.2 Parrinello-Rahmanのラグランジアンと運動方程式

Parrinello-Rahmanのラグランジアンは, スケールした座標 r̃ とセル行列 Lを用いて

LPR(r̃,L, ˙̃r, L̇) =
1

2

N∑
i=1

mi
˙̃rtiG ˙̃ri − U(r̃,L) +

1

2
WTr[L̇tL̇]− P0V (9.201)

と書くことができる. ここで, W はピストンの仮想的な質量であり, P0 は設定圧力である. また第 3項目の対

角和 Trは

1

2
WTr(L̇tL̇) =

1

2
WTr

ȧ1 · ȧ1 0 0
0 ȧ2 · ȧ2 0
0 0 ȧ2 · ȧ2


=

1

2
W (ȧ2

1 + ȧ2
2 + ȧ2

3) (9.202)
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と計算される. これはシミュレーションセルの運動エネルギーを意味する. 粒子とシミュレーションセルに対

するラグランジュの運動方程式はそれぞれ,

d

dt

∂LPR

∂ ˙̃rj
=
∂LPR

∂r̃j
(9.203)

d

dt

∂LPR

∂L̇
=
∂LPR

∂L
(9.204)

とかける.

ここで, この後のテンソル計算の便利のために縮約記号を導入する. すなわち, r̃i の α成分を r̃iα と書き L

の (α, β)成分を Lαβ と書くことにする. α, β, · · · は 1, 2, 3の値をとる. この記法を用いると座標と速度はそ

れぞれ

riα =

3∑
β=1

Lαβ r̃iβ (9.205)

ṙiα =

3∑
β=1

Lαβ ˙̃riβ

とかける. この記法を用いてラグランジアンを書き直せば

LPR =
1

2

N∑
i=1

mi

∑
α,β,γ

(Lαβ ˙̃riβ)(Lαγ ˙̃riγ)− U(r̃,L) +
1

2
WTr

∑
β,γ

L̇αβL̇αγ

− P0V (9.206)

=
1

2

∑
α,β,γ

LαβLαγ

N∑
i=1

mi
˙̃riβ ˙̃riγ − U(r̃,L) +

1

2
WTr

∑
β,γ

L̇αβL̇αγ

− P0V (9.207)

となる. また, 縮約記号を用いると, 粒子とシミュレーションセルに対するラグランジュの運動方程式はそれ

ぞれ

d

dt

∂LPR

∂ ˙̃rjλ
=
∂LPR

∂r̃jλ
(9.208)

d

dt

∂LPR

∂L̇µν
=
∂LPR

∂Lµν
(9.209)

と書ける.

粒子の運動方程式

粒子に対するラグランジアンの運動方程式 (9.208)を具体的に計算していく. まず左辺について

∂LPR

∂ ˙̃rjλ
=

∂

∂ ˙̃rjλ

1

2

∑
α,β,γ

LαβLαγ

N∑
i=1

mi
˙̃riβ ˙̃riγ

 (9.210)

=
1

2
mj

∑
α,β,γ

LαβLαγ ˙̃rjγδβλ +
∑
α,β,γ

LαβLαγ ˙̃rjβδγλ

 (9.211)

=
1

2
mj

∑
α,γ

LαλLαγ ˙̃rjγ +
∑
α,β

LαβLαλ ˙̃rjβ

 (9.212)

= mj

∑
α,γ

LαλLαγ ˙̃rjγ = mj

∑
γ

Gλγ ˙̃rjγ (9.213)
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であるので,

d

dt

(
∂LPR

∂ ˙̃rjλ

)
=

d

dt

(
mj

∑
γ

Gλγ ˙̃rjγ

)
= mj

∑
γ

Ġλγ ˙̃rjγ +mj

∑
γ

Gλγ ¨̃rjγ (9.214)

と計算される. ベクトル形式で書き直すと,

d

dt

(
∂LRP

∂ ˙̃r

)
=

d

dt

(
mjG ˙̃ri

)
= mjĠ ˙̃rj +mjG¨̃rj (9.215)

となる。

次に, ラグランジアンの運動方程式 (9.208)を右辺を具体的に計算する.

∂LPR

∂r̃jλ
=
∂U(r̃,L)

∂r̃jλ
=
∂U(Lr̃1, . . . ,Lr̃N )

∂r̃jλ

=
∂U

∂(Lνµr̃jµ)

∂(Lµν r̃jν)

∂r̃jλ
=

∂U

∂(Lνµr̃jµ)

∂r̃jν
∂r̃jλ

Lµν =
∂U

∂(Lνµr̃jµ)
δνλLµν

=
∂U

∂(Lλµr̃jµ)
Lµλ =

∂U

∂rjµ
Lµλ = Lµλ

∂U

∂rjµ
(9.216)

と計算される. これをベクトル形式に書き直せば

∂LPR

∂r̃j
= Lt ∂U

∂r
(9.217)

となる.

以上, 得られた式 (9.215), (9.217)をまとめると, Parinnelo-Rahman法における粒子の運動方程式は

mjĠ ˙̃rj +mjG¨̃rj = Lt ∂U

∂rj
(9.218)

より,

r̈j = −
1

mj
G−1Lt ∂U

∂rj
−G−1Ġ ˙̃ri (9.219)

とかける. ここで,

G−1Lt = (LtL)−1Lt = L−1(Lt)−1Lt = L−1 (9.220)

であることと, 粒子 j に働く力が

Fj =
∂U

∂rj
(9.221)

であることを利用すると, Parinnelo-Rahman法における粒子の運動方程式は

r̈j = −
1

mj
L−1Fj −G−1Ġ ˙̃ri (9.222)

と書くことができる.
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シミュレーションセルの運動方程式

シミュレーションセルに対するラグランジアンの運動方程式 (9.209) を具体的に計算していく. 左辺につ

いて

d

dt

∂L
∂L̇µν

=
d

dt

∂

∂L̇µν

(
1

2
WTr

[∑
α

L̇αβL̇αγ

])
=

d

dt

∂

∂L̇µν

1

2
W
∑
α,β

L̇2
αβ


=

d

dt

W∑
α,β

∂L̇αβ

∂L̇µν
L̇αβ

 =
d

dt

(
WL̇αβδαµδβν

)
=WL̈µν

と計算される. ベクトル形式に書き直すと,

d

dt

∂L
∂L̇

=W L̈ (9.223)

と書くことができる.

シミュレーションセルに対するラグランジアンの運動方程式 (9.209)の右辺は,

∂L
∂Lµν

=
∂

∂Lµν

1

2

∑
α,β,γ

LαβLαγ

N∑
i=1

mi
˙̃riβ ˙̃riγ − U(r̃,L) +

1

2
WTr

∑
β,γ

L̇αβL̇αγ

− P0V


=

∂

∂Lµν

1

2

∑
α,β,γ

LαβLαγ

N∑
i=1

mi
˙̃riβ ˙̃riγ − U(r̃,L)− P0V

 (9.224)

となる.

式 (9.224)右辺の第 1項目は

∂

∂Lµν

1

2

∑
α,β,γ

LαβLαγ

N∑
i=1

mi
˙̃riβ ˙̃riγ

 =
1

2

∑
α,β,γ

∂Lαβ
∂Lµν

Lαγ +
∑
α,β,γ

Lαβ
∂Lαγ
∂Lµν

 N∑
i=1

mi
˙̃riβ ˙̃riγ

=
1

2

∑
α,β,γ

δαµδβνLαγ +
∑
α,β,γ

Lαβδαµδγν

 N∑
i=1

mi
˙̃riβ ˙̃riγ

=
1

2

∑
β,γ

δβνLµγ +
∑
β,γ

Lµβδγν

 N∑
i=1

mi
˙̃riβ ˙̃riγ

=
1

2

∑
γ

δβνLµγ

N∑
i=1

mi
˙̃riν ˙̃riγ +

∑
β

Lµβ

N∑
i=1

mi
˙̃riβ ˙̃riν


=

N∑
i=1

mi

∑
γ

Lµγ ˙̃riγ ˙̃riν (9.225)
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を得る. ここで, 関係式 (9.195)を使うと

∂

∂Lµν

1

2

∑
α,β,γ

LαβLαγ

N∑
i=1

mi
˙̃riβ ˙̃riγ

 =
1

V

N∑
i=1

mi

∑
γ

Lµγ ˙̃riγ ˙̃riν(Lνµσµν)

=
1

V

N∑
i=1

mi

∑
γ

(Lµγ ˙̃riγ)(Lνµ ˙̃riν)σµν (9.226)

のように書くことができる. これをベクトル形式に直すと

∂

∂L

(
1

2

n∑
i=1

mi
˙̃rtiG ˙̃ri

)
=

1

V

N∑
i=1

mi(L ˙̃ri)(L ˙̃ri)
tσ (9.227)

となる.

式 (9.224)右辺の第 2項目はポテンシャルに対する微分であり,

∂U(r̃,L)

∂Lµν
=
∂U(Lr̃1, . . . ,Lr̃N )

∂Lµν
=

N∑
i=1

∑
α,β

∂U

∂(Lαβ r̃iµ)

∂(Lαβ r̃β)

∂Lµν
=

N∑
i=1

∑
α,β

∂U

∂(Lαβ r̃iβ)

∂Lαβ
∂Lµν

r̃β (9.228)

=

N∑
i=1

∑
α,β

∂U

∂(Lαβ r̃iβ)
δαµδβν r̃β =

N∑
i=1

∂U

∂(Lµν r̃iν)
r̃ν (9.229)

=

N∑
i=1

∂U

∂riµ
r̃ν (9.230)

= −
N∑
i=1

Fiµr̃ν (9.231)

と計算できる. なお, 途中の連鎖律のところでベクトル・行列の微分に関して ∂Mij/∂Mji = δij (すなわち,

∂M t/∂M = I)を利用した. スケール座標からデカルト座標への変換式

r̃iν =
∑
γ

L−1
νγ riγ (9.232)

とセル行列の逆行列 (9.194)を用いると,

−∂U(r̃,L)

∂Lµν
=

N∑
i=1

∑
γ

FiµL
−1
νγ riγ =

1

V

N∑
i=1

∑
γ

Fiµriγσγν (9.233)

が得られる. ベクトル形式で書き直すと,

−∂U
∂L

=
1

V

(
N∑
i=1

Fir
t
i

)
σ (9.234)

となる.

最後に式 (9.224)右辺第 3項目を計算する. 式 (9.193)で既に見たように, 体積 V の L微分は σ であるので

∂

∂L
(−P0V ) = −P0σ (9.235)

と計算できる.
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以上, (9.223), (9.227), (9.234), (9.235)式よりシミュレーションセルの運動方程式は,

L̈ =

[
1

V

{
N∑
i=1

mi(L ˙̃ri)(L ˙̃ri)
t +

N∑
i=1

Fir
t
i

}
− P01

]
σ (9.236)

と計算できる. ここで, 波括弧 {}の中は圧力テンソルに対応する. したがって, シミュレーションセルは設定

圧力と瞬間圧力テンソルの差に応じて運動することが分かる.
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9.5 温度・圧力制御: 能勢・Andersenの方法

9.5.1 能勢・Andersenの運動方程式

温度と圧力を制御して定温定圧アンサンブルを得るには, 能勢の方法と Andersenの方法を組み合わせ, 物理

系に熱浴とピストンの両方を付ければよい. 拡張系のハミルトニアンは物理系のハミルトニアンに熱浴とピス

トンの自由度を付け足した

HNA(r̃
′, p̃′, s, ps, V, pV ) =

N∑
i=1

p̃′2
i

2mis2V
2
3

+ U(V
1
3 r̃′i) +

p2s
2Q

+ gkBTeq ln s+
p2V
2W

+ PeqV (9.237)

で与えられる. ここでは時間と空間のスケールを両方行っている. 時間スケールされた変数には ′, 空間スケー

ルされた変数には˜をつける. 物理系の変数と拡張系の仮想変数は以下の関係式で結ばれている.

ri = V
1
3 r̃i = V

1
3 r̃′i (9.238)

pi =
p′
i

s
=

p̃i

V
1
3

=
p̃′
i

sV
1
3

(9.239)

t =

∫ t′ dt′

s
(9.240)

ハミルトニアンより r̃′i,p̃
′
i,s,ps,V ,pV についての運動方程式を求めると,

dr̃′i
dt′

=
∂HNA

∂p̃′
i

=
p̃′
i

mis2V
2
3

(9.241)

dp̃′
i

dt′
= −∂HNA

∂r̃′i
= −∂U

∂r̃′i
(9.242)

ds

dt′
=

∂HNA

∂ps
=
ps
Q

(9.243)

dps
dt′

= −∂HNA

∂s
=

1

s

(
N∑
i=1

p̃′2
i

mis2V
2
3

− gkBTeq

)
(9.244)

dV

dt′
=

∂HNA

∂pV
=
pV
W

(9.245)

dpV
dt′

= −∂HNA

∂V
=

1

3V

(
N∑
i=1

p̃′2
i

mis2V
2
3

+

N∑
i=1

Fi · ri

)
− Peq (9.246)
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となる. さらに実時間 tで時間発展するように書き換える. 座標と運動量をそれぞれ r̃′i, p̃
′
i から ri, pi へと変

数変換すると,

dri
dt

=
pi
mi

+
V̇

3V
ri (9.247)

dpi
dt

= Fi −

(
ṡ

s
+

V̇

3V

)
pi (9.248)

ds

dt
= s

ps
Q

(9.249)

dps
dt

=

N∑
i=1

p2
i

mi
− gkBTeq (9.250)

dV

dt
= s

pV
W

(9.251)

dpV
dt

= s

{
1

3V

(
N∑
i=1

p2
i

mi
+

N∑
i=1

Fi · ri

)
− Peq

}
(9.252)

を得る. 運動方程式 (9.241)-(9.246) あるいは (9.247)-(9.252) にしたがって時間発展させることにより, 定温

定圧アンサンブルの分子動力学シミュレーションを行うことができる. ここでも, 粒子の運動量と体積にフィー

ドバックがかかってそれぞれ温度と圧力を制御していることがわかる. 物理系の瞬間温度

T (t) =
1

gkB

N∑
i=1

p2
i

mi
(9.253)

を用いて式 (9.249), (9.250)を書き換えると,

d

dt

(
ṡ

s

)
=
gkB
Q

(T (t)− Teq) (9.254)

を得る. ここで ṡ/sは式 (9.248)において, 運動量に対する抵抗係数のような働きをする. 瞬間温度 T (t)が設

定温度 Teq より高い時, pi は減少する方向に値が変化し, 温度を低くする. 一方で, 瞬間温度 T (t)が設定温度

Teq より低い時, pi は増加する方向に値が変化し, 温度を高くする. また, 瞬間圧力

P (t) =
1

3V

(
N∑
i

p2
i (t)

mi
+

N∑
i

Fi(t) · ri(t)

)
(9.255)

を用いて, 式（9.252)を書き換えると,
dpV
dt

= s (P (t)− Peq) (9.256)

を得る. 瞬間圧力 P (t)が設定圧力 Peq より高い時, 体積 V が膨張する方向に値が変化して圧力を下げる. 瞬間

圧力 P (t)が設定圧力 Peq より低い時, 体積 V が圧縮する方向に値が変化して圧力は高める. このように瞬間

温度と瞬間圧力から粒子の運動量と系の体積にフィードバックをかけることで, 設定温度 Teq と設定圧力 Peq

を達成する.
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9.5.2 定温定圧アンサンブルが実現することの証明

ハミルトニアン HNA は一定値 E をとり, 拡張系全体ではミクロカノニカルアンサンブルになる. そのため,

拡張系全体の分配関数は

Y =

∫ ∞

0

ds

∫ ∞

−∞
dps

∫ ∞

0

dV

∫ ∞

−∞
dpV

∫
dr̃′
∫
dp̃′

× δ
{
H0

(
V

1
3 r̃′,

p̃′

sV
1
3

)
+
p2s
2Q

+ gkBTeq ln s+
p2V
2W

+ PeqV − E
}

(9.257)

ここで, 仮想系の変数から物理系の変数へと変数変換 ri = V
1
3 r̃′i, pi = p̃′

i/V
1
3 を行う. r̃′i, p̃

′
i の微分が

dr̃′dp̃′ = s3Ndrdp (9.258)

であることから, 分配関数は,

Y =

∫ ∞

0

ds

∫ ∞

−∞
dps

∫ ∞

0

dV

∫ ∞

−∞
dpV

∫
dr

∫
dp

× s3Nδ
{
H0 (r,p) +

p2s
2Q

+ gkBTeq ln s+
p2V
2W

+ PeqV − E
}

(9.259)

とかける. ここでディラックのデルタ関数 δ(x)に関する恒等式

δ (f(s)) =
δ(s− s0)
|f ′(s)|

但し f(s0) = 0 (9.260)

を適用する. 今の場合,

f(s) = H0 (r,p) +
p2s
2Q

+ gkBTeq ln s+
p2V
2W

+ PeqV − E (9.261)

であるので, f(s) = 0となるような s(≡ s0)は

s0 = exp

E −H0 (r,p)− p2s
2Q −

p2V
2W − PeqV

gkBTeq

 (9.262)

である. さらに, f ′(s) = gkBTeq/sであるので, 分配関数中の sに関する積分を実行すると

Y =

∫ ∞

0

ds

∫ ∞

−∞
dps

∫ ∞

0

dV

∫ ∞

−∞
dpV

∫
dr

∫
dp

s3N+1

gkBTeq
δ(s− s0)

=

∫ ∞

−∞
dps

∫ ∞

0

dV

∫ ∞

−∞
dpV

∫
dr

∫
dp

× 1

gkBTeq
exp

[
3N + 1

gkBTeq

{
E −H0 (r,p)−

p2s
2Q
− p2V

2W
− PeqV

}]
(9.263)

となる. g = 3N + 1とすると

Y =

∫ ∞

−∞
dps

∫ ∞

−∞
dpV

1

gkBTeq
exp

E −
p2s
2Q −

p2V
2W

kBTeq


×
∫ ∞

0

dV

∫
dr

∫
dp exp

{
−H0 (r,p) + PeqV

kBTeq

}
(9.264)
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式 (9.264)の 1行目は ps, pV についてガウス積分することが可能なので定数となる. したがって, 仮想時間 t′

で平均する場合には g = 3N + 1とするれば, 定温定圧アンサンブルを得られる. 実時間 tでサンプルする場合

には, g = 3N とすることで定温定圧アンサンブルを得ることができる. これは, 能勢・Hoover熱浴の時と同

様の方法で示すことができる.

9.5.3 能勢・Andersenの方法の時間発展

能勢・Andersenの方法を使って温度・圧力を制御するアルゴリズムを使用するには, シミュレーションセル

の 1辺の長さ L = V
1
3 でスケールした座標 r̃i と運動量 p̃i を用いると便利である. スケールした座標 r̃i と運

動量 p̃i を使って能勢・Andersenの運動方程式 (9.241)-(9.246) あるいは (9.247)-(9.252)を書き換え, さらに

熱浴粒子の運動方程式を Hoover形式に書き直すと,

dr̃i
dt

=
p̃i

miV
2
3

(9.265)

dp̃i
dt

= V
1
3Fi − ζp̃i (9.266)

dV

dt
= s

pV
W

(9.267)

dpV
dt

= s

{
1

3V

(
N∑
i=1

p̃2
i

miV
2
3

+

N∑
i=1

Fi · ri

)
− Peq

}
(9.268)

dη

dt
= ζ (9.269)

dζ

dt
=

1

Q

(
N∑
i=1

p̃2
i

miV
2
3

− gkBTeq

)
(9.270)

となる. ただし,

ln s = η (9.271)

ri = V
1
3 r̃i (9.272)

の関係があることに注意する. 運動方程式 (9.265)-(9.270)より, 位相空間は (r̃,p̃,V ,pV ,η,ζ)で張られる. ある

物理量 A(r̃, p̃, V, pV , η, ζ)の時間発展を記述する演算子 D を

Ȧ(r̃, p̃, V, pV , η, ζ) = DA (9.273)

D ≡
N∑
i=1

dr̃i
dt
· ∂
∂r̃i

+

N∑
i=1

dp̃i
dt
· ∂

∂p̃i
+
dV

dt

∂

∂V
+
dpV
dt

∂

∂pV
+
dη

dt

∂

∂η
+
dζ

dt

∂

∂ζ
(9.274)

のように導入すると, 微分方程式の形式解は

A(t+∆t) = eD∆tA(t) (9.275)
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とかける. このままでは時間発展演算子 eD∆t は数値積分できない. そこで, 運動方程式 (9.265)-(9.270)を式

(9.274)に代入する.

D =

N∑
i=1

p̃i

miV
2
3

· ∂
∂r̃i

+

N∑
i=1

(
V

1
3Fi − ζp̃i

)
· ∂

∂p̃i
+ s

pV
W

∂

∂V

+ s

{
1

3V

(
N∑
i=1

p̃2
i

miV
2
3

+

N∑
i=1

Fi · ri

)
− Peq

}
∂

∂pV
+ ζ

∂

∂η

+
1

Q

(
N∑
i=1

p̃2
i

miV
2
3

− gkBTeq

)
∂

∂ζ
(9.276)

続いて, 演算子 D を以下のように分割する.

D = D1 +D2 +D3 +D4 +D5 (9.277)

D1 =

N∑
i=1

p̃i

miV
2
3

· ∂
∂r̃i

+ s

N∑
i=1

p̃2
i

3miV
5
3

∂

∂pV
(9.278)

D2 = s
pV
W

∂

∂V
(9.279)

D3 = V
1
3

N∑
i=1

Fi ·
∂

∂p̃i
+ s

(
1

3V

N∑
i=1

Fi · ri − Peq

)
∂

∂pV
(9.280)

D4 = ζ
∂

∂η
− ζ

N∑
i

p̃i ·
∂

∂p̃i
(9.281)

D5 =
1

Q

(
N∑
i=1

p̃2
i

miV
2
3

− gkBTeq

)
∂

∂ζ
(9.282)

演算子 D を 5つに分割したのに対応して, 鈴木・トロッター展開を用いて時間発展演算子 eD∆t を

eD∆t = eD5
∆t
2 eD4

∆t
2 eD3

∆t
2 eD2

∆t
2 eD1∆teD2

∆t
2 eD3

∆t
2 eD4

∆t
2 eD5

∆t
2 +O

(
(∆t)3

)
(9.283)
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と分割する. 各時間発展演算子による位相空間の時間発展は以下の通りとなる.

eD1∆t


r̃i(t)
p̃i(t)
V (t)
pV (t)
η(t)
ζ(t)

 =



r̃i(t) +
p̃i(t)

miV
2
3
∆t

p̃i(t)
V (t)

pV (t) + s
∑N
i=1

p̃2
i (t)

3miV
5
3
∆t

η(t)
ζ(t)


(9.284)

eD2∆t


r̃i(t)
p̃i(t)
V (t)
pV (t)
η(t)
ζ(t)

 =


r̃i(t)
p̃i(t)

V (t) + spVW ∆t
pV (t)
η(t)
ζ(t)

 (9.285)

eD3∆t


r̃i(t)
p̃i(t)
V (t)
pV (t)
η(t)
ζ(t)

 =



r̃i(t)

p̃i(t) + V
1
3Fi(t)∆t

V (t)

pV (t) + s
(

1
3V

∑N
i Fi(t) · ri(t)− Peq

)
∆t

η(t)
ζ(t)


(9.286)

eD4∆t


r̃i(t)
p̃i(t)
V (t)
pV (t)
η(t)
ζ(t)

 =


r̃i(t)

p̃i(t)e
−ζ∆t

V (t)
pV (t)

η(t) + ζ∆t
ζ(t)

 (9.287)

eD5∆t


r̃i(t)
p̃i(t)
V (t)
pV (t)
η(t)
ζ(t)

 =



r̃i(t)
p̃i(t)
V (t)
pV (t)
η(t)

ζ(t) + 1
Q

(∑N
i=1

p̃2
i

miV
2
3
− gkBTeq

)
∆t


(9.288)
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以上で得られた時間発展演算子を式 (9.283)の順に作用させることで以下の時間発展アルゴリズムを得る.

ζ ← ζ +
1

Q

(
N∑
i=1

p̃2
i

miV
2
3

− gkBTeq

)
∆t

2
(9.289)

η ← η + ζ
∆t

2
(9.290)

s ← eη (9.291)

p̃i ← p̃ie
−ζ ∆t

2 (9.292)

p̃i ← p̃i + V
1
3Fi

∆t

2
(9.293)

pV ← pV + s

(
1

3V

N∑
i=1

Fi · ri − Peq

)
∆t

2
(9.294)

V ← V + s
pV
W

∆t

2
(9.295)

r̃i ← r̃i +
p̃i

miV
2
3

∆t (9.296)

pV ← pV + s

N∑
i=1

p̃2
i

3miV
5
3

∆t (9.297)

V ← V + s
pV
W

∆t

2
(9.298)

p̃i ← p̃i + V
1
3Fi

∆t

2
(9.299)

pV ← pV + s

(
1

3V

N∑
i=1

Fi · ri − Peq

)
∆t

2
(9.300)

η ← η + ζ
∆t

2
(9.301)

s ← eη (9.302)

p̃i ← p̃ie
−ζ ∆t

2 (9.303)

ζ ← ζ +
1

Q

(
N∑
i=1

p̃2
i

miV
2
3

− gkBTeq

)
∆t

2
(9.304)
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9.6 温度・圧力制御: Martyna・Tobias・Klein(MTK)の運動方程式

前章では, 仮想時間・スケールされた座標による運動方程式を考えてきた. ここでは Martyna・Tobias・

Klein によって提案された, 現実時間・非スケール座標による運動方程式を考える [16]. Andersen の運動方

程式

dr̃i
dt

=
∂HA

∂p̃i
=

p̃i

miV
2
3

(9.305)

dp̃i
dt

= −∂HA

∂r̃i
= −∂U

∂r̃i
= V

1
3Fi (9.306)

dV

dt
=

∂HA

∂pV
=
pV
W

(9.307)

dpV
dt

= −∂HA

∂V
=

1

3V

(
N∑
i=1

p̃2
i

miV
2
3

+

N∑
i=1

Fi · ri

)
− Peq (9.308)

をスケールをしていないデカルト座標で書き直すため, 次の変換を考える:

r̃i = V −1/3ri (9.309)

˙̃ri = V −1/3ṙi −
1

3
V −4/3V̇ ri (9.310)

p̃i = V
1
3pi (9.311)

˙̃pi = V 1/3ṗi −
1

3
V −2/3V̇ pi (9.312)

アンダーセンの運動方程式 (9.305)–(9.308)に代入すると,

ṙi =
pi
mi

+
1

3

V̇

V
ri (9.313)

ṗi = Fi −
1

3

V̇

V
pi (9.314)

V̇ =
pV
W

(9.315)

˙pV =
1

3V

(
N∑
i=1

p2
i

mi
+

N∑
i=1

Fi · ri

)
− Peq (9.316)

となる. V̇ /V の繰り返しを避けるために

ϵ ≡ 1

3
ln
V

V0
(9.317)

を導入する. V0 は参照体積であり, 例えば t = 0における体積を設定する. ϵに対する運動量 pϵ は

ϵ̇ =
pϵ
W

=
V̇

3V
(9.318)

によって定義される. 便利のため空間の次元を dとおいて,

ϵ =
1

d
ln
V

V0
, pϵ =

V̇

dV
(9.319)
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とすると dに対する運動方程式

ṙi =
pi
mi

+
pϵ
W

ri (9.320)

ṗi = Fi −
pϵ
W

pi (9.321)

V̇ =
dV pϵ
W

(9.322)

˙pV = dV (Pint − Peq) (9.323)

となる. しかしながら, この運動方程式は正しいアンサンブルを生成しない. Martyna[16]らは運動量を次のよ

うにスケールすることを提案した:

ṗi = F̃i −
(
1 +

d

Nf

)
pϵ
W

pi (9.324)

ṗϵ = dV (Pint − Peq) +
d

Nf

N∑
i=1

p2
i

mi
(9.325)

ここで Nf は拘束条件を差し引いた自由度で拘束条件の数 Nc を用いて (dN −Nc)で定義される. F̃i は拘束

力を含めた原子 iに加わる力である. この運動方程式に, 能勢・Hooverの熱浴を組み合わせることで定温定圧

アンサンブルを実現できる.

9.7 温度・圧力制御: 能勢・Poincaré・Andersenの方法

9.7.1 ハミルトニアンと運動方程式

能勢・ポアンカレ熱浴とアンダーセンの方法を組み合わせることで, 温度・圧力一定のシンプレクティック

分子動力学法を実現することができる [17]. 能勢・ポアンカレ・アンダーセンの方法におけるハミルトニアン

は以下のように書ける:

HNPA = s

[
N∑
i=1

p̃′2
i

2mis2V
2
3

+ U(V
1
3 r̃) +

p2s
2Q

+ gkBTeq ln s+
p2V
2W

+ PeqV −H0

]
(9.326)

= s [HNA(r̃, p̃, s, ps, V, pV )−H0] (9.327)

ここでH0 はハミルトニアンHNPA の初期値である. ハミルトンの正準方程式は以下のように導かれる:

˙̃ri =
p̃′
i

misV
2
3

(9.328)

˙̃p′
i = sV

1
3Fi (9.329)

ṡ = s
ps
Q

(9.330)

ṗs =

N∑
i=1

p̃′2
i

mis2V
2
3

− gkBTeq (9.331)

V̇ = s
pV
W

(9.332)

˙pV = s

[
1

3V

(
N∑
i=1

p̃′2
i

mis2V
2
3

+

N∑
i=1

Fi · ri

)
− Peq

]
(9.333)

なお, ここでもハミルトニアンが保存量であること (HNA − H0 = 0) を用いている. また, 運動方程式

(9.328)–(9.333)は変数変換を施すことによって, 能勢・アンダーセンの運動方程式 (9.247)–(9.252)を得られ

ることが確認できる.
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9.7.2 時間発展アルゴリズム

ハミルトニアンHNPA による時間発展アルゴリズムを導くためにHNPA を次のように 4分割する:

HNPA = HNPA1 +HNPA2 +HNPA3 +HNPA4 (9.334)

HNPA1 = s

(
N∑
i=1

p̃′2
i

2mis2V
2
3

+ gkBTeq ln s−H0

)
(9.335)

HNPA2 = s
p2V
2W

(9.336)

HNPA3 = s
{
U(V

1
3 r̃) + PeqV

}
(9.337)

HNPA4 = s
p2s
2Q

(9.338)

次に, 各ハミルトニアンによる時間発展を考える. ある物理量 Aの時間微分から演算子 D を

dA

dt
=

(
N∑
i=1

˙̃ri
∂

∂r̃i
+

N∑
i=1

˙̃p′
i

∂

∂p̃′
i

+ ṡ
∂

∂s
− ṗs

∂

∂ps
+ V̇

∂

∂V
− ˙pV

∂

∂pV

)
A (9.339)

≡ DA (9.340)

のように定義する. さらに運動方程式 (9.328)–(9.333)を考慮すると, 演算子 D は

D =

N∑
i=1

∂HNPA

∂p̃′
i

∂

∂ri
−

N∑
i=1

∂HNPA

∂r̃i

∂

∂p̃′
i

+
∂HNPA

∂ps

∂

∂s
− ∂HNPA

∂s

∂

∂ps
+
∂HNPA

∂pV

∂

∂V
− ∂HNPA

∂V

∂

∂pV

(9.341)

である. さらに, 時間発展演算子は, 例えば, 以下のように分割することができる:

eD∆t = eDHNPA4
∆t
2 eDHNPA3

∆t
2 eDHNPA2

∆t
2 eDHNPA1

∆teDHNPA2
∆t
2 eDHNPA3

∆t
2 eDHNPA4

∆t
2 +O((∆t)3) (9.342)

分割したハミルトニアンそれぞれについて, 対応する演算子 D を書き下すと

DHNPA1 =
p̃′
i

misV
2
3

∂

∂ri
+

(
N∑
i=1

p̃′2
i

2mis2V
2
3

− gkBTeq ln s+H0 − gkBTeq

)
∂

∂ps

+

N∑
i=1

p̃′2
i

3misV
5
3

∂

∂pV
(9.343)

DHNPA2
=− p2V

2W

∂

∂ps
+ s

pV
W

∂

∂V
(9.344)

DHNPA3
=sV

1
3Fi

∂

∂p̃′
i

−
[
U(V

1
3 r̃) + PeqV

] ∂

∂ps
+ s

(
1

3V

N∑
i=1

Fi · ri − Peq

)
∂

∂pV
(9.345)

DHNPA4 =s
ps
Q

∂

∂s
− p2s

2Q

∂

∂ps
(9.346)

となる. 各演算子を位相空間に作用させると
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DHNPA1
r̃i =

p̃′
i

misV
2
3

(9.347)

DHNPA1
ps =

N∑
i=1

p̃′2
i

2mis2V
2
3

− gkBTeq ln s+H0 − gkBTeq (9.348)

DHNPA1
pV =

N∑
i=1

p̃′2
i

3misV
5
3

(9.349)

DHNPA2
ps = − p2V

2W
(9.350)

DHNPA2
V = s

pV
W

(9.351)

DHNPA3
p̃′
i = sV

1
3Fi (9.352)

DHNPA3
ps = −

[
U(V

1
3 r̃) + PeqV

]
(9.353)

DHNPA3
pV = s

(
1

3V

N∑
i=1

Fi · ri − Peq

)
(9.354)

DHNPA4
s = s

ps
Q

(9.355)

DHNPA4ps = − p2s
2Q

(9.356)

となる. 式 (9.342)の順に位相空間に時間発展演算子を作用させることで, 定温定圧アンサンブルにおけるシン

プレクティックな時間発展アルゴリズムを得る:

■Step 1: eDHNPA4
∆t
2 による時間発展

s ← s

(
1 +

ps
2Q

∆t

2

)2

(9.357)

ps ←
ps

1 + ps
2Q

∆t
2

(9.358)

■Step 2: eDHNPA3
∆t
2 による時間発展

p̃′
i ← p̃′

i + sV
1
3Fi

∆t

2
(9.359)

ps ← ps −
[
U(V

1
3 r̃) + PeqV

] ∆t
2

(9.360)

pV ← pV + s

(
1

3V

N∑
i=1

Fi · ri − Peq

)
∆t

2
(9.361)

■Step 3: eDHNPA2
∆t
2 による時間発展

ps ← ps −
p2V
2W

∆t

2
(9.362)

V ← V + s
pV
W

∆t

2
(9.363)
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■Step 4: eDHNPA1
∆t による時間発展

r̃i ← r̃i +
p̃′
i

misV
2
3

∆t (9.364)

ps ← ps +

(
N∑
i=1

p̃′2
i

2mis2V
2
3

− gkBTeq ln s+H0 − gkBTeq

)
∆t (9.365)

pV ← pV +

N∑
i=1

p̃′2
i

3misV
5
3

∆t (9.366)

■Step 5: eDHNPA2
∆t
2 による時間発展

ps ← ps −
p2V
2W

∆t

2
(9.367)

V ← V + s
pV
W

∆t

2
(9.368)

■Step 6: eDHNPA3
∆t
2 による時間発展

p̃′
i ← p̃′

i + sV
1
3Fi

∆t

2
(9.369)

ps ← ps −
[
U(V

1
3 r̃) + PeqV

] ∆t
2

(9.370)

pV ← pV + s

(
1

3V

N∑
i=1

Fi · ri − Peq

)
∆t

2
(9.371)

■Step 7: eDHNPA4
∆t
2 による時間発展

s ← s

(
1 +

ps
2Q

∆t

2

)2

(9.372)

ps ←
ps

1 + ps
2Q

∆t
2

(9.373)
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第 10章

拘束条件付き分子動力学法

分子動力学シミュレーションでは, しばしば, 水分子の O 原子と H 原子の距離を固定して剛体として取り

扱ったり, 水素原子など軽い原子の伸縮を平衡距離に拘束することで, 時間刻みを長く設定し, 長時間のシミュ

レーションを実現したりする. あるいは温度や圧力を制御するために, 運動量や瞬間圧力を課す. 本章では拘束

条件を満たしながら運動方程式の数値積分を実行するためのアルゴリズムを説明する.

拘束条件として時間に依存しないホロノミックな拘束条件

σk(r1, · · · , rN ) = 0 (10.1)

を考えた時, デカルト座標でのラグランジュの運動方程式と微分形式の拘束条件はそれぞれ

d

dt

(
∂L
∂ṙi

)
− ∂L
∂ri

=

Nc∑
k=1

λkaki, (10.2)

N∑
i=1

aki · ṙi = 0 (10.3)

である. ここで λk はラグランジュの未定乗数である. また, 拘束条件の中の係数は

aki = ∇iσk(r1, · · · , rN ) (10.4)

であり, これは座標に関する拘束条件に関連している. ラグランジアンが L =
∑N
i=1 ṙ

2
i /(2mi) + U(r)で記述

されるとすると, ラグランジュの運動方程式と拘束条件は

mir̈i = Fi +

Nc∑
k=1

λk∇iσk (10.5)

d

dt
σk(r1, · · · , rN ) = 0 (10.6)

と等価であることが確認できる. 拘束条件付き運動方程式 (10.5)の右辺二項目
∑Nc

k=1 λk∇iσk は拘束条件に由
来する力であり, 拘束力 Fc と呼ばれる. つまり, 粒子 iの速度は原子・分子間力に加え, 拘束に由来する力に

よって変化することを意味している. 式 (10.6)は拘束条件の時間に関する全微分で, 拘束条件は時間発展に大

して不変であることを意味する.

以下では, まず初めにホロノミックな拘束の具体例を紹介する. 続いて, 拘束条件を満たしながら時間発展を

記述するためのアルゴリズムを述べる. 拘束条件付き運動方程式 (10.5)を数値積分するには, 時刻 tで満たし

ていた拘束が時刻 t+∆tでも満たすように未定乗数 λk を決定していく必要がある. 一般に拘束条件は未定乗

数 λk に関する非線形連立方程式の形で書かれ, その解法は大きく二つに分類される. 一つは, 未定乗数 λk に
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関する非線形連立方程式を行列方程式の形に直し, 逆行列を作用させることで λk を直接求める方法である. も

う一つは非線形連立方程式の近似式から未定乗数 γk を推定し, 反復法によって未定乗数 γk が必要な精度にな

るまで未定時乗数の見積もりを繰り返す方法である. 二つ目の方法の代表的なアルゴリズムとして SHAKE法

[1]や RATTLE法 [2]が挙げられる.

10.1 ホロノミックな拘束条件の具体的な例

10.1.1 二粒子間の距離に対する拘束の式

二粒子間の距離の拘束条件は

σ(t) ≡ [ri(t)− rj(t)]
2 − d2ij = 0 (10.7)

とかける. dij は原子 iと原子 j の間の距離である. 拘束力は,

dσ(t)

dri
=

{
2 [ri(t)− rj(t)] , (拘束に原子 iが関与している時)

0 (それ以外)
(10.8)

と計算される. 一方, 拘束条件 (10.7)に対して時間微分すると

dσ(t)

dt
= [ri(t)− rj(t)] · [ṙi(t)− ṙj(t)] (10.9)

を得る. これは相対速度が位置ベクトルの差に直交することを意味し, 拘束力は仕事しないことが分かる.

10.2 座標に対する拘束動力学: ベルレ法による時間発展と SHAKE法

拘束条件を含む場合, ベルレ法を用いた時間発展は

ri(t+∆t) = 2ri(t)− ri(t−∆t) +
1

mi

[
Fi(t) +

Nc∑
k=1

λk∇iσk(t)

]
(∆t)2 (10.10)

となる. ここで元々の分子間ポテンシャルによる座標の時間発展を

r′i(t+∆t) = 2ri(t)− ri(t−∆t) +
Fi(t)

mi
(∆t)2 (10.11)

とおき, 拘束力による座標補正について γk = λk(∆t)
2 を用いて

∆ri(t+∆t) =
1

mi

Nc∑
k=1

γk∇iσk(t) (10.12)

とおくと, ベルレ法による拘束条件付きの時間発展は

ri(t+∆t) = r′i(t+∆t) +
1

mi

Nc∑
k=1

γk∇iσk(t) (10.13)

= r′i(t+∆t) + ∆ri(t+∆t) (10.14)

と書くことができる. 時刻 tで満たしていた拘束条件が時刻 t+∆tでも満たすように未定乗数 λk を決定する

必要がある. つまり, 各拘束条件 σk(r1, · · · , rN ) = 0は時刻 t+∆tでも成立するので,

σk(r1(t+∆t), · · · , rN (t+∆t)) = 0 (10.15)
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が成り立つ. ri(t+∆t)を具体的に代入すると,

σk

(
r′1(t+∆t) +

1

m1

Nc∑
k=1

γk∇1σk(t), · · · , r′N (t+∆t) +
1

mN

Nc∑
k=1

γk∇Nσk(t)

)
= 0 (10.16)

を得る. これは, Nc 個の未定乗数 γk に対する Nc 個の非線形方程式である. この方程式を解いて γk を得るこ

とができれば, 拘束条件を満たすように座標を更新することができる. 拘束の式が単純な形式であれば代数的

に γk を求めることができるが, そうでない場合は, 反復的に方程式を解いて γk を求める必要がある. 反復的に

解く方法として SHAKE法 [1]がよく用いられる.

10.2.1 未定乗数 γk が代数的に求まる例: 距離の拘束が単独で存在する場合

距離の拘束が単独で存在する場合, 拘束に関する未定乗数が代数的に求められる. 例えば, 原子 iと原子 j に

は距離の拘束 dij のみが課せられており, その他の拘束が存在しない場合を考える:

σ(t) ≡ [ri(t)− rj(t)]
2 − d2ij = 0. (10.17)

時刻 t+∆tにおける拘束条件は

σ（t＋∆t) = [ri(t+∆t)− ri(t+∆t)]
2 − d2ij (10.18)

=
{
[r′i(t+∆t) + ∆ri(t+∆)]−

[
r′j(t+∆t) + ∆rj(t+∆t)

]}2 − d2ij = 0

である. 拘束力による座標補正は具体的に

∆ri(t+∆t) =
γ

mi
∇iσ(t) =

2γ

mi
[ri(t)− rj(t)] =

γ̃

mi
[ri(t)− rj(t)] (10.19)

∆rj(t+∆t) =
γ

mj
∇jσ(t) = −

2γ

mj
[ri(t)− rj(t)] = −

γ̃

mj
[ri(t)− rj(t)] (10.20)

と計算される. ここで未定乗数を γ̃ ≡ 2γ と置き直した. これらを拘束条件式 (10.19)に代入すると γ̃ に関する

二次方程式 [(
1

mi
+

1

mj

)
[ri(t)− rj(t)]

]2
γ̃2 (10.21)

+

{
2

(
1

mi
+

1

mj

)
[ri(t)− rj(t)] ·

[
r′i(t+∆t)− r′j(t+∆t)

]}
γ̃

+
[
r′i(t+∆t)− r′j(t+∆t)

]2 − d2ij = 0

が得られ, 代数的に未定乗数が求まる.

10.2.2 未定乗数 γk の反復的解法: SHAKEアルゴリズム [1]

原子 iに対して拘束が複数存在するなど拘束条件が干渉しあって複雑な場合や, 数値積分法よりも高精度な解

が必要な場合は反復法によって未定乗数を決定する. このような反復法のことを SHAKE法と呼ぶ. SHAKE

法の基本的なアルゴリズムは以下の通りである:

1. 系に一番目の拘束力だけが働いているとして γ1 を求め, 一番目の拘束条件が満足するように, 一番目の

拘束に関与している粒子の座標を補正する.

2. 一番目の拘束を満足している新たな座標を r′i(t+∆t)と置き直し, 次に二番目の拘束力だけが働いてい

るとして γ2 を求めて, 二番目の拘束条件が満足するように, 二番目の拘束に関与している粒子の座標を
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補正する.

3. 三番目, 四番目,,,,Nc 番目の拘束についても同様に, その拘束力だけ働いているとして γk を求め, その拘

束条件が満足するように, 拘束に関与している粒子の座標補正を繰り返す.

4. 手順 1–3を繰り返し, 全ての拘束が十分な精度で満たされるまで座標の補正操作を繰り返す.

二粒子間の距離拘束のように, 未定乗数 γk が代数的に求まる場合は, 以上の手順で座標補正を繰り返し実行

すれば良い. しかし, 一般に γk は非線形連立方程式を解く必要がある. 拘束の数が多い場合や拘束が互いに干

渉している場合など, 拘束が複雑な場合は γk の求め方自体が問題となる. このような場合は, 非線形連立方程

式の近似式から γk を推定し, 拘束条件が満たされるまで, γk の推定と座標補正を繰り返す. 具体的には, もし

前ステップで得られた未定乗数など, 未定乗数の初期推定値 {γ(1)k }が利用可能である場合, この推定値を用い

て座標を次のように更新する:

r
(1)
i = r′i +

1

mi

Nc∑
k=1

γ
(1)
k ∇iσk(t) (10.22)

未定乗数の厳密な解 γk は推定値 γ
(1)
k と厳密解からのずれ δγ

(1)
k を用いて,

γk = γ
(1)
k + δγ

(1)
k (10.23)

とおくと, 時刻 t+∆tでの座標は

ri(t+∆t) = r′i +
1

mi

Nc∑
k=1

δγ
(1)
k ∇iσk(t) (10.24)

であるので, 拘束条件は,

σk

(
r
(1)
1 +

1

m1

Nc∑
k=1

δγk∇1σk(t), · · · , r(1)N +
1

mN

Nc∑
k=1

δγk∇Nσk(t)

)
= 0 (10.25)

とかかれる. 次に, この拘束条件を δγ
(1)
k = 0の周りで, 一次までの多変数テイラー展開を実行する:

σl(r
1
1, · · · , r

(1)
N ) +

N∑
i=1

Nc∑
k=1

1

mi
∇iσl(r11, · · · , r

(1)
N ) · ∇iσk(r11(t), · · · , r

(1)
N (t))δγ

(1)
k ≃ 0 (l = 1, · · · , Nc)

(10.26)

便利のため

Alk ≡
N∑
i=1

1

mi
∇iσl(r11, · · · , r

(1)
N ) · ∇iσk(r11(t), · · · , r

(1)
N (t)) (10.27)

を定義すると

σl(r
1
1, · · · , r

(1)
N ) +

Nc∑
k=1

Alkδγ
(1)
k ≃ 0, (l = 1, · · · , Nc) (10.28)

となる. この式は行列方程式であることが分かる. この方程式の次元が大きくない場合は, 逆行列を作用させ

ることで直ちに δγ
(1)
k が求まる. この方法は matrix-SHAKE あるいは M-SHAKE と呼ばれる [3]. しかしな

がら, この方程式は線形近似であるため, 得られた γ
(1)
k を用いて座標を補正しても, 拘束条件を満たした座標

ri(t+∆t)に一致するとは限らない. そのため, 次に

r
(2)
i = r

(1)
i +

1

mi

Nc∑
k=1

δγ
(1)
k ∇iσk(t) (10.29)
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ri(t+∆t) = r
(2)
i +

1

mi

Nc∑
k=1

δγ
(2)
k ∇iσk(t) (10.30)

を定義し, γ
(1)
k を求めたのと同様の手順で γ

(2)
k を求めて座標を補正する. この手順を拘束条件が満たされるま

で繰り返す.

課せられている拘束条件の数が多く, 行列方程式の次元が大きい場合, 計算時間を節約するために, さらに近

似を進めることも可能である. 行列方程式 (10.28)の対角成分だけを考えると

σl(r
1
1, · · · , r

(1)
N )+

N∑
i=1

1

mi
∇iσl(r11, · · · , r

(1)
N ) ·∇iσl(r11(t), · · · , r

(1)
N (t))δγ

(1)
l ≃ 0, (l = 1, · · · , Nc) (10.31)

のように一次方程式に近似され, 未定乗数からの差分は

δγ
(1)
l =

σl(r
1
1, · · · , r

(1)
N )∑N

i=1
1
mi
∇iσl(r1(1), · · · , r

(1)
N ) · ∇iσl(r(1)1 (t), · · · , r(1)N (t))

, (l = 1, · · · , Nc) (10.32)

と計算される.

10.3 速度と座標に対する拘束動力学: 速度ベルレ法による時間発展と

RATTLE法

前節で紹介した SHAKE法では, 拘束の式 (10.3)の座標部分 (10.4)を満たすが, 速度の拘束条件については

満たしていない. ベルレ法は座標の更新のみで時間発展を記述するため SHAKE法で十分であったが, 時間発

展に速度が含まれる場合, 速度の拘束も考慮する必要がある. 例えば, 速度ベルレ法では

vi

(
t+

∆t

2

)
= vi(t) +

Fi(t)

2mi
∆t (10.33)

ri(t+∆t) = ri(t) + vi

(
t+

∆t

2

)
∆t (10.34)

vi (t+∆t) = vi

(
t+

∆t

2

)
+

Fi(t+∆t)

2mi
∆t (10.35)

のように座標と速度によって時間発展が記述される. アンダーセンの方法による定圧分子動力学法 [2]を初め

とする拡張系の分子動力学法では, 速度が変数として扱われており, その時間発展アルゴリズムも速度ベルレ法

に基づいている. このような場合, 座標の拘束に加えて, 速度についても拘束条件の式 (10.3)を満たさなけれ

ばならない. このように速度ベルレ法と結びついた拘束動力学法を RATTLE法 [4]という.

まずは拘束力を考慮した時の座標の時間発展を考える:

ri(t+∆t) =ri(t) + vi(t)∆t+
(∆t)2

2mi
Fi(t) +

(∆t2)

2mi

Nc∑
k=1

λk∇iσk(t) (10.36)

=r′i(t+∆t) +
1

mi

Nc∑
k=1

γk∇iσk(t) (10.37)

=r′i(t+∆t) + ∆ri(t+∆t) (10.38)

ここで, 未定乗数を γk = (∆t2/2)λk, 拘束力による座標補正を ∆ri とおいた. 上付きの ′は分子間ポテンシャ
ルのみ考慮した場合の時間発展であることを示す. このように書き直すと, 拘束条件付き運動方程式をベルレ

法を用いて数値積分した時と同じような定式化であることに気づく. したがって, 座標に関する拘束条件を満

たすには SHAKE法を用いればよい.
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続いて, 速度の時間発展を考える. 全ての未定乗数が十分な精度で得られていて, 座標は既に全ての拘束条件

を満たすように補正されているとすると, 時刻 t+∆t/2における速度は

vi

(
t+

∆t

2

)
= vi(t) +

∆t

2mi
Fi(t) +

1

mi∆t

Nc∑
k=1

γk∇iσk(t) (10.39)

にしたがって更新される. 時刻 t+∆tでは拘束の式 (10.3)を満たすように速度を更新することを考える. 座標

の更新によって, 時刻 t+∆tにおける力が得られると, 速度は

vi(t+∆t) =vi

(
t+

∆t

2

)
+

∆t

2mi
Fi(t+∆t) +

∆t

2mi

Nc∑
k=1

µk∇iσk(t+∆t) (10.40)

=v′
i(t+∆t) +

1

mi

Nc∑
k=1

ξk∇iσk(t+∆t) (10.41)

とかける. ここで, 速度更新に付随する課せられる拘束条件の未定乗数を µk とおき, 座標更新の際に使った未

定乗数 λk と区別した. また, 第１式から第２式への変形で未定乗数を ξk = (∆t/2)µk と置き直した. 未定乗数

ξk は, 拘束の式 (10.3)について
N∑
i=1

∇iσk(t+∆t) · vi(t+∆t) = 0 (10.42)

を解くことで得られる. 具体的に速度 vi(t+∆t)を代入すると, ξk に関する Nc 個の線形連立方程式

N∑
i=1

∇iσk(t+∆t) ·

[
v′
i(t+∆t) +

1

mi

Nc∑
k=1

ξk∇iσk(t+∆t)

]
= 0 (10.43)

を得る. この連立方程式に関して逆行列を求めることで, 直ちに ξk を得ることができる. もし拘束の数が多く

逆行列の計算コストが高い場合や, 拘束が互いに干渉している場合には, SHAKE法のように反復的に未定乗数

ξk を求める. 未定乗数 ξk が十分収束したら, 式 (10.41)を用いて速度を更新する.

10.3.1 未定乗数 ξk の計算例: 距離の拘束が単独で存在する場合

速度束縛に関する未定乗数 ξk の計算例として, 原子 iと原子 j には距離の拘束 dij のみが課せられており,

その他の拘束が存在しない場合を考える:

σ(t) ≡ [ri(t)− rj(t)]
2 − d2ij = 0. (10.44)

連立方程式 (10.43)を具体的に計算すると,

∇iσ(t+∆t) = 2 [ri(t+∆t)− rj(t+∆t)] (10.45)

∇jσ(t+∆t) = −2 [ri(t+∆t)− rj(t+∆t)] (10.46)

であり, 各原子の速度は

vi(t+∆t) = v′
i(t+∆t) +

2ξ

mi
[ri(t+∆t)− rj(t+∆t)] (10.47)

vj(t+∆t) = v′
j(t+∆t)− 2ξ

mj
[ri(t+∆t)− rj(t+∆t)] (10.48)
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と計算される. 数式の見やすさのために

rji(t+∆t) = ri(t+∆t)− rj(t+∆t) (10.49)

v′
ji(t+∆t) = v′

i(t+∆t)− v′
j(t+∆t) (10.50)

とおくと, 連立方程式 (10.43)は

2rji(t+∆t) ·
[
v′
i(t+∆t) +

2ξ

mi
rji(t+∆t)

]
= 0 (10.51)

−2rji(t+∆t) ·
[
v′
j(t+∆t) +

2ξ

mj
rji(t+∆t)

]
= 0 (10.52)

と計算される. これより直ちに未定乗数は

ξ =
rji(t+∆t) · v′

ji(t+∆t)(
1
mi

+ 1
mj

)
d2ij

(10.53)

と求まる. ここで, r2ji(t+∆t) = d2ij であることを用いた.

10.4 ガウスの最小束縛原理 (ガウス束縛法)

拘束条件付きの運動方程式は

mr̈ = F (r) + Fc (10.54)

のように書かれる. 右辺第一項目はポテンシャルに由来する力, 第二項目は拘束条件に由来して生じる拘束力

である. 拘束力は, 粒子の受ける力が拘束条件によって規定される拘束面に沿うようにポテンシャルに由来す

る力 F を修正する.

ガウスの最小束縛原理では拘束力が最小となるように選ぶ. そのためには, 拘束力が拘束面に垂直になるよ

うに選ぶ必要がある. 位置 rにおいて拘束面に垂直な単位ベクトルを n(r)とすると, ポテンシャルに由来する

力 F (r)を拘束面に垂直な方向に写像すれば良いので

Fc = −[n(r) · F (r)]n(r) (10.55)

とかける. よって粒子の運動は力
F ′ = F (r)− [n(r) · F (r)]n(r) (10.56)

にしたがって動かせば良い.

10.4.1 ホロノミックな拘束の場合

ホロノミックな拘束の場合のガウスの最小束縛原理を見ていく. ホロノミックな拘束条件は

σ(r) = 0 (10.57)

のように質点の座標の間に成り立つ等式で書かれるような条件であった. 時間について 2回微分をすると,

∇σ · ṙ = 0 (10.58)

∇σ · r̈ +∇∇σ · ·ṙṙ = 0 (10.59)
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を得る. 式 (10.59)に拘束条件付き運動方程式 (10.54)を代入すると,

∇σ ·
(
F (r)

m
+

Fc

m

)
+∇∇σ · ·ṙṙ = 0 (10.60)

となる. これを整理すると,
∇σ · Fc = −∇σ · F (r)−m∇∇σ · ·ṙṙ (10.61)

となる. ガウスの最小束縛原理では, 拘束力を最小にするには拘束力が拘束面に垂直になるように選ぶ必要が

あった. ∇σ(r)は位置 r における拘束面に直行するベクトルを表す. 拘束力を

Fc = λ∇σ (10.62)

のように選ぶと, 拘束面に垂直するベクトル ∇σ と同じ向きを向いていて, ガウスの最小束縛原理の要請を満

たす. λについて解けば,

λ = −∇σ · F (r) +m∇∇σ · ·ṙṙ
|∇σ|2

(10.63)

を得る. したがって, 拘束条件付きの運動方程式

mr̈ = F (r)− ∇σ · F (r) +m∇∇σ · ·ṙṙ
|∇σ|2

∇σ (10.64)

を得る. この運動方程式をガウスの運動方程式という.

10.4.2 半ホロノミックな拘束の場合

半ホロノミックな拘束の場合のガウスの最小束縛原理を見ていく. 半ホロノミックな拘束条件は

ζ(r, ṙ, t) = 0 (10.65)

のように, 拘束条件が座標, 速度, 時刻の関数となっている. 時間について微分すると,

dζ(r, ṙ, t)

dt
=
∂ζ

∂r
· ṙ +

∂ζ

∂ṙ
· r̈ +

∂ζ

∂t
= 0 (10.66)

となる. 拘束条件付き運動方程式 (10.54)を代入すると,

∂ζ

∂ṙ
·
(
F (r)

m
+

Fc

m

)
= −∂ζ

∂r
· ṙ − ∂ζ

∂t
(10.67)

これを整理すると,
∂ζ

∂ṙ
· Fc = −

∂ζ

∂ṙ
· F (r)−m∂ζ

∂r
· ṙ −m∂ζ

∂t
(10.68)

となる. 右辺は粒子の座標と速度 (運動量)と時刻が決まれば値が決まり, 拘束力 |Fc|の選び方にはよらない.

ガウスの最小束縛原理より, 拘束力が拘束面に垂直になるように決めれば, 拘束力 |Fc|を最小にすることがで
きる. これはすなわち未定乗数 λを用いて

Fc = λ
∂ζ

∂ṙ
(10.69)

と選んで, λについて解けば良いということである. 以下の節では具体的な例として, 温度・圧力を拘束条件と

して課した場合を議論していく.
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10.5 ガウス束縛法: 温度制御

10.5.1 温度一定のガウス束縛法

運動方程式

瞬間温度を一定に保つように束縛をかける場合, 束縛条件は

ζ(r, ṙ, t) =
m

2
ṙ2 − g

2
kBTeq (10.70)

である. ここで g は系の自由度である. 瞬間温度に対する拘束条件を課しているので g = 3N − 1となる. ṙ に

関して微分を計算すると,
∂ζ

∂ṙ
= mṙ = p (10.71)

を得る. したがって, 式 (10.69)が示すように, 束縛力 Fc を運動量 pに比例するように取れば良いことがわか

る. 未定乗数 λを導入すると, 運動方程式は

dri
dt

=
pi
m

(10.72)

dpi
dt

= Fi − λpi (10.73)

となる.

未定乗数の決定

未定乗数 λは温度一定の束縛条件
N∑
i=1

p2
i

2mi
− g

2
kBTeq = 0 (10.74)

を満たすように決めれば良い. 式 (10.74)の時間微分

N∑
i=1

pi
mi
· ṗi = 0 (10.75)

を式 (10.73)に代入すると,
N∑
i=1

pi
mi
· (Fi − λpi) = 0 (10.76)

よって, 未定乗数 λは

λ =

∑N
i=1

pi

mi
· Fi∑N

i=1
p2
i

mi

=

∑N
i=1

pi

mi
· Fi

gkBTeq
(10.77)

となる. 式 (10.72), (10.73), (10.77) が温度一定のガウス束縛法の運動方程式である. なお, 力 Fi はポテン

シャルエネルギ U の座標微分

Fi = −
∂U

∂ri
(10.78)

であるので, 式 (10.77)の分子は

N∑
i=1

pi
mi
· Fi = −

N∑
i=1

ṙi ·
∂U

∂ri
= −dU

dt
(10.79)
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のようにポテンシャルエネルギーの時間全微分の形に直すことができる. よって未定乗数 λは全ポテンシャル

エネルギーの時間全微分を用いて

λ = − 1

gkBTeq

dU

dt
(10.80)

とかける.

10.5.2 ガウス束縛法により得られる統計アンサンブル

位相空間 Γ = (r,p)における状態分布関数 f(Γ)を考える. 状態分布関数 f(Γ)について連続の式 (一般化さ

れたリウヴィル方程式)
∂f

∂t
+

∂

∂Γ
·
(
Γ̇f
)
= 0 (10.81)

が成立する. 式 (10.81)の左辺第二項目は

∂

∂Γ
·
(
Γ̇f
)
= Γ̇ · ∂f

∂Γ
+

(
∂

∂Γ
· Γ̇
)
f (10.82)

と展開される. 式 (10.81), (10.82)を用いれば, 状態分布関数 f(Γ)の全微分は

df

dt
=
∂f

∂t
+ Γ̇

∂f

∂Γ
= −

(
∂

∂Γ
· Γ̇
)
f (10.83)

と計算される. この式の最右辺の ()の中は, ガウス束縛法の運動方程式 (10.72), (10.73)を用いれば以下のよ

うに計算される:

∂

∂Γ
· Γ̇ =

N∑
i=1

(
∂

∂pi
· ṗ+

∂

∂ri
· ṙ
)

=

N∑
i=1

{
∂

∂pi
· (Fi − λpi) +

∂

∂ri
·
(
pi
mi

)}

= −3Nλ−
N∑
i=1

pi ·
∂λ

∂pi

= −(3N − 1)λ (10.84)

と計算される. なお途中の計算で

∂

∂pi
· Fi = 0,

∂

∂ri
· pi = 0

であることと,

N∑
i=1

pi ·
∂λ

∂pi
=

N∑
i=1

pi ·
∂

∂pi

∑N
j=1

pj

mj
· Fj∑N

j=1

p2
j

mj

 = −
∑N
i=1

pi

mi
· Fi∑N

i=1
p2
i

mi

+ 2

(∑N
i=1

pi

mi
· Fi
)(∑N

i=1
p2
i

mi

)
(∑N

i=1
p2
i

mi

)2
= λ− 2λ

= −λ

と計算されることを用いた. 結局, 状態分布関数の全微分式 (10.83)は, 式 (10.80), (10.84)を用いることで

df

dt
= −3N − 1

g

1

kBTeq

dU

dt
f (10.85)
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と書き直せる. g = 3N = 1と選べば
df

dt
= − 1

kBTeq

dU

dt
f (10.86)

となる. この微分方程式は簡単に解くことができ,

f(r,p) = C exp

{
− U(r)

kBTeq

}
(10.87)

となる. ここで C は定数である. さらに, 今は運動エネルギー一定の束縛が課せられていりことを考慮すれば,

状態分布関数 f(r,p)は

f(r,p) = δ

(
N∑
i=1

p2
i

2mi
− g

2
kBTeq

)
exp

{
− U(r)

kBTeq

}
(10.88)

となる. この式から Gauss束縛法では座標空間 r ではカノニカルアンサンブルを得られるが, 運動量空間 pは

束縛条件によってカノニカルアンサンブルにならないことが直ちに分かる. しかし, 実際のMDでは座標空間

でカノニカルアンサンブルが得られていれば, 運動量の分布は解析的に計算することができるので, 特に問題と

なることはない.

10.5.3 ガウス束縛法と能勢の方法の関係

能勢のハミルトニアン (再掲)

能勢のハミルトニアンは

HN =

N∑
i=1

p′
i

2mis2
+ U(r′) +

P 2
s

2Q
+ gkBTeq log s (10.89)

であった. 仮想時間 t′ での正準方程式は

dr′i
dt′

=
∂HN

∂p′
i

=
p′
i

mis2
(10.90)

dp′
i

dt′
= −∂HN

∂r′i
= Fi (10.91)

ds

dt′
=

∂HN

∂Ps
=
Ps
Q

(10.92)

dPs
dt′

= −∂HN

∂s
=

1

s

(
N∑
i=1

p′2
i

mis2
− gkBTeq

)
(10.93)

と求まる.

能勢の運動方程式からガウス束縛法の運動方程式を導出する

この節では, 能勢のハミルトニアンに対してある拘束条件を課して運動方程式を導いた時に, ガウス束縛法が

導出されることを見ていく. 具体的には能勢の熱浴に関する変数に対して

∂HN

∂Ps
=
Ps
Q
≡ 0 (10.94)

∂HN

∂s
= −1

s

(
N∑
i=1

p′2
i

mis2
− gkBTeq

)
≡ 0 (10.95)

のような拘束条件を課す. 最初の拘束条件から, 能勢のハミルトニアン (10.89) の第三項目が常に 0 になる

ことがわかる. また二つ目の束縛条件から, s はもはや独立変数ではなくて r′i と p′
i に依存する. すなわち
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s = s(r′i,p
′
i)となる. これらの束縛条件のもとで正準方程式を導く際には, sが独立変数でないので sを介して

の r′i に関する微分や p′
i に関する微分を考慮する必要がある. (ただし, ∂HN/∂s = 0なので, 結局これらの項

は 0になる). 導入した拘束条件の下では以下の運動方程式が得られる:

dr′i
dt′

=
∂HN

∂p′
i

+
∂HN

∂s

∂s

∂p′
i

=
∂HN

∂p′
i

=
p′
i

mis2
(10.96)

dp′
i

dt′
= −∂HN

∂r′i
− ∂HN

∂s

∂s

∂r′i
= −∂HN

∂r′i
=
∂U

∂r′i
(10.97)

ここで, 熱浴の自由度 sは束縛条件から

s =

{
1

gkBTeq

(
N∑
i=1

p2
i

mi

)} 1
2

(10.98)

と書くことができる.

続いて, 仮想時間での運動方程式 (10.96), (10.97)を実時間で書き直すと,

dri
dt

= s
dri
dt′

=
p′
i

mis
=

pi
mi

(10.99)

dpi
dt

= s
d

dt′

(
p′
i

s

)
= −∂U

∂r′i
− 1

s

ds

dt′
p′
i = −

∂U

∂ri
− ds

dt′
pi (10.100)

を得る. さらに拘束条件式 (10.95)を変形して t′ に関して微分すると,

N∑
i=1

p′
i

mi

dp′
i

dt′
= gkBTeqs

ds

dt′
(10.101)

であるので,

ds

dt′
=

1

gkBTeq

1

s

N∑
i=1

p′
i

mi

dp′
i

dt′

=
1

gkBTeq

{
N∑
i=1

p′
i

mis
·
(
−∂U
∂r′i

)}

= − 1

gkBTeq

(
N∑
i=1

∂U

∂r′i
· pi
mi

)

= − 1

gkBTeq

(
N∑
i=1

∂U

∂ri
· dri
dt

)

= − 1

gkBTeq

dU

dt

と計算することができる. ガウス束縛法で導出した未定乗数 (10.80)との比較から

ds

dt′
= λ (10.102)

と置くことができる. よって実時間における拘束条件を課した能勢の運動方程式 (10.99), (10.100)は

dri
dt

=
pi
m

(10.103)

dpi
dt

= Fi − λpi (10.104)
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と書くことができる. すなわち, 温度一定のガウス束縛法は能勢の方法に運動エネルギーの束縛を課したもの

と一致することが確認できた.

拘束条件付き能勢の運動方程式が生成するアンサンブル

前の節では, 能勢の方法に運動エネルギーの束縛を課すと温度一定のガウス束縛法に一致することを見た.

ここでは, 拘束条件付きの能勢の運動方程式がガウス束縛法と同様のアンサンブルを生成することを確認する

[5]. まず初めに, 運動方程式 (10.96), (10.96)にしたがって時間発展させた場合でもハミルトニアンは保存する

ことを確認する. ハミルトニアンの時間微分を具体的に計算すると,

dHN

dt′
=

N∑
i=1

(
∂HN

∂p′
i

dp′
i

dt′
+
∂HN

∂r′i

dr′i
dt′

)
+
∂HN

∂Ps

dPs
dt′

+
∂HN

∂s

ds

dt′
(10.105)

となる. 拘束条件式 (10.94), (10.95)より右辺の第 3項目と第 4項目はゼロになる. さらに右辺の第 1項目は

N∑
i=1

(
∂HN

∂p′
i

dp′
i

dt′
+
∂HN

∂r′i

dr′i
dt′

)
=

N∑
i=1

{(
p′
i

mis2

)(
−∂U
∂r′i

)
+

(
∂U

∂r′i

)(
p′
i

mis2

)}
= 0 (10.106)

である. 以上からハミルトニアンの時間微分がゼロとなり, 保存量であることが確認できた.

続いて分配関数を考える. 拡張系における分配関数は以下の通りとなる:

Z =

∫ ∞

0

ds

∫
dr′
∫
dp′δ {H0(r

′,p′/s) + gkBTeq log s− E} δ {s− s0} (10.107)

s0 ≡

(∑N
i=1 p

2
i /mi

gkBTeq

) 1
2

(10.108)

なおここでは, 熱浴の自由度 sについて式 (10.98)の拘束条件が課されていることに注意する必要がある. δ 関

数の恒等式

δ(f(s)) =
δ(s− s0)
|f ′(s)|

但し f(s0) = 0 (10.109)

を変形した,
δ(s− s0) = |f ′(s)|δ(f(s)) (10.110)

を用いる. f(s0) = 0となるように

f(s) ≡ gkBTeq
2

−
N∑
i=1

p′2
i

2mis2
(10.111)

を定義すれば

df(s)

ds
=

d

ds

(
gkBTeq

2
−

N∑
i=1

p′2
i

2mis2

)
=

d

ds

(
−

N∑
i=1

p2
i

2mi
s−2

)

=

N∑
i=1

p′2
i

mis3
=

N∑
i=1

1

s

p′2
i

mis2

=
gkBTeq
s

(10.112)
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である. 得られた式を分配関数の中に入れると

Z =

∫ ∞

0

ds

∫
dr′
∫
dp′δ {H0(r

′,p′/s) + gkBTeq log s− E}

×gkBTeq
s

δ

{
gkBTeq

2
−

N∑
i=1

p′2
i

2mis2

}
(10.113)

と書き直せる. 続いて, 仮想時間から実時間への変数変換 r′i = ri および p′
i = spi を行う. r′i, p

′
i の微分は

dr′idp
′
i = sdridpi (10.114)

であるので, 分配関数は

Z =

∫
dp δ

(
N∑
i=1

p2
i

2mi
− gkBTeq

2

)

×
∫
dr

∫ ∞

0

ds s3N−1gkBTeqδ {H0(r,p) + gkBTeq log s− E}

=

∫
dp δ

(
N∑
i=1

p2
i

2mi
− gkBTeq

2

)

×
∫
dr

∫ ∞

0

ds s3N−1gkBTeq
δ [s− exp {(E −H0)/gkBTeq}]

gkBTeq/s

=

∫
dp δ

(
N∑
i=1

p2
i

2mi
− gkBTeq

2

)

×
∫
dr exp

[
− 3N

gkBTeq

{
gkBTeq

2
+ U(r)− E

}]
(10.115)

となる. 最後の変形で

H0 =

N∑
i=1

p′2
i

2mis2
+ U(r′) =

N∑
i=1

p2
i

2mi
+ U(r)

であり, sの拘束条件から導かれる恒等式
∑N
i=1 p

2
i /2mi = gkBTeq を代入すると

H0 =
gkBTeq

2
+ U(r)

となることを用いた. 以上の計算により, g = 3N と選ぶと

f(r,p) = δ

(
N∑
i=1

p2
i

2mi
− g

2
kBTeq

)
exp

[
− U(r)

kBTeq

]
(10.116)

の分布関数に従っていることがわかる. これより, 仮想時間 t′ でサンプルする場合には g = 3N とすれば, 座

標空間 r についてカノニカルアンサンブルが得られることがわかる. また, 能勢の方法の時に議論したときと

同様に実時間 tでサンプルする場合には g = 3N − 1とすることでカノニカルアンサンブルが得られる. つま

り, 実時間 tでサンプルする場合でも仮想時間 t′ でサンプルする場合でも, 元々の能勢の方法と比較して自由

度 g の値は 1少ない. これは, ガウスの束縛法では運動エネルギーに束縛を課しており自由度が 1少なくなっ

ているためである.



第 10章 拘束条件付き分子動力学法 182

10.5.4 時間発展演算子によるアルゴリズム

温度一定のガウス束縛法の運動方程式は

dri
dt

=
pi
mi

(10.117)

dpi
dt

= −∂U
∂ri
− λpi ≡ Fi + λ′pi (10.118)

である. 演算子 D を

D ≡ pi
mi

∂

∂ri
+ (Fi + λ′pi)

∂

∂pi
(10.119)

のように定義すると時間発展演算子は

eD∆t = exp

[{
pi
mi

∂

∂ri
+ (Fi + λ′pi)

∂

∂pi

}
∆t

]
(10.120)

とかける. 鈴木・トロッター展開により

eD∆t ≃ exp

[
∆t

2
(Fi + λ′pi)

∂

∂pi

]
exp

[
pi
mi

∂

∂ri

]
exp

[
∆t

2
(Fi + λ′pi)

∂

∂pi

]
(10.121)

のように近似することができる. 演算子 exp
[
∆t
2 (Fi + λ′pi)

∂
∂pi

]
による運動量 pi の時間変化は, 演算子の定

義により
dpi
dt

= (Fi + λ′pi)
∂

∂pi
pi = Fi + λ′pi (10.122)

を解く必要がある. F. Zhang [6]らの論文にしたがって微分方程式を解くと厳密な解析解

pi(t) =
1− γ
β − γ/β

{
pi(0) + Fi(0)

1 + γ − β − γ/β
(1− γ)α

}
(10.123)

を得ることができる. ここで

α =

√√√√∑N
i=1 F

2
i (0)/mi∑N

i=1 p
2
i (0)/mi

(10.124)

β = exp[−αt] (10.125)

γ =
λ′(0)− α
λ′(0) + α

(10.126)

である. 以上を用いることで時間発展アルゴリズムを構築することができる.
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第 11章

剛体系の分子動力学法

本章では剛体分子に対する分子動力学法を解説する. 剛体とは, 任意の 2点間 (2質点間)の距離が時間に依

存せず常に一定で, 変形しないような物体と定義される. 分子シミュレーションではしばしば水分子やメチル

基 (-CH3)など, 水素を含む部分の原子間の距離や角度を固定して, 剛体のように取り扱う. このようなモデル

を剛体回転子モデルという. 水素の伸縮運動といった速い運動を取り扱う必要が無くなり, 数値積分の時間刻

みを長く取ることができるため, より高速なシミュレーションを実現できる.

11.1 剛体運動の古典力学的記述

11.1.1 並進運動と回転運動の分離

分子の重心ベクトル

空間座標 (デカルト座標)系における分子 iの重心の位置ベクトルを RGi と書くことにする. 分子 iに属す

る原子 aの空間座標における位置ベクトル (相対座標ベクトル)を ra, 原子 aの質量をma とすると, 重心は

RGi =

∑ni

a=1mara∑ni

a=1ma
=

1

Mi

ni∑
a=1

mara (11.1)

と計算される. ここで, ni は分子に属する原子数, Mi は分子の全質量である. 原子 aの重心からの位置ベクト

ルを sa とすると, 位置ベクトル ra は
ra = RGi + sa (11.2)

と書ける. sa は重心を起点とするベクトルのため

ni∑
a=1

masa = 0 (11.3)

が成立する.

ニュートンの運動方程式

ニュートンの運動方程式から, 分子中の各原子に対して運動方程式は次のように書ける:

ma
d2ra
dt2

= Fa +

ni∑
b ̸=a

Fab (11.4)

右辺について, 第一項目は分子外の原子との相互作用で生じる力 (外力)であり, 第二項目は分子内の原子間相

互作用によって生じる力 (内力)である.
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重心の並進運動

ニュートンの運動方程式 (11.4)の両辺に対して, 分子内の原子について和を取ると

ni∑
a=1

ma
d2ra
dt2

=

ni∑
a=1

Fa +

ni∑
a=1

ni∑
b ̸=a

Fab =

ni∑
a=1

Fa (11.5)

を得る. なお, 最後の変形で内力は作用反作用によってキャンセルされることを利用した. 式 (11.2)を代入し

て, 恒等式 (11.3)を利用すると, 重心の並進に関する運動方程式

Mi
d2RGi

dt2
=

ni∑
a=1

Fa (11.6)

が得られる.

回転運動

まず初めに, 回転に関する物理量として, 分子の角運動量 Li, トルクNi を次のように定義する:

Li =

ni∑
a=1

ra × pa (11.7)

Ni =

ni∑
a=1

ra × Fa (11.8)

ここで, pa は運動量で pa = maṙa と計算される. 同様に, 重心の角運動量 LGi と重心周りの角運動量 LRi を

それぞれ

LGi = RGi ×MiṘGi (11.9)

LRi =

ni∑
a=1

(sa ×maṡa) (11.10)

と定義する. 式 (11.2)を用いて変形した運動量

pa = maṘGi +maṡa (11.11)

と, 恒等式 (11.2)を角運動量の定義 (11.7)に代入して, 恒等式 (11.3)を用いると

Li =
d

dt

{
ni∑
a=1

(RGi + sa)×
(
maṘGi +maṡa

)}

= RGi ×MiṘGi +

ni∑
a=1

(sa ×maṡa)

= LGi +LRi (11.12)

のように展開できる. この式から, 重心の角運動量と重心周りの角運動量が分離できることが分かる.

続いて, 回転に関する運動を具体的に考えていく. ニュートンの運動方程式 (11.4)の両辺に対して, ra をベ

クトル積として左からかけて, 分子内の原子について和を取ると

ni∑
a=1

ra ×ma
d2ra
dt2

=

ni∑
a=1

ra × Fa +

ni∑
a=1

ni∑
b ̸=a

ra × Fab (11.13)
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となる. 左辺は運動量 pa = maṙa を用いて

ni∑
a=1

ra ×ma
d2ra
dt2

=
d

dt

(
ni∑
a=1

ra ×ma
dra
dt

)
=

d

dt

(
ni∑
a=1

ra × pa

)
(11.14)

と変形できる. 一方, 右辺第二項目は

ni∑
a=1

ni∑
b ̸=a

ra × Fab =

ni∑
a=1

ni∑
b>a

(ra × Fab + rb × Fba) =

ni∑
a=1

ni∑
b>a

(ra − rb)× Fab = 0 (11.15)

と計算される. 最後の計算では ra − ra と Fab は平行ベクトルのため外積がゼロになることを用いた. した

がって,

d

dt

(
ni∑
a=1

ra × pa

)
=

ni∑
a=1

ra × Fa (11.16)

が得られる. 角運動量の定義 (11.7)とトルクの定義 (11.8)を代入すると, 回転に関する運動方程式

dLi
dt

= Ni (11.17)

が得られた. さらに, 式 (11.2)と運動量の式 (11.11)を用いると

d

dt

{
ni∑
a=1

(RGi + sa)×
(
maṘGi +maṡa

)}
=

ni∑
a=1

(RGi + sa)× Fa (11.18)

となる. 恒等式 (11.3)と重心の並進に関する運動方程式 (11.6)を用いて整理すると,

d

dt

(
ni∑
a=1

sa ×maṡa

)
=

ni∑
a=1

sa × Fa (11.19)

を得る. これより, 分子の回転を表す運動方程式は重心周りの角運動量のみが関係し, 重心の角運動量に依存し

ないことが分かる. なお, 回転を表す運動方程式 (11.17)では, 実は分子を構成する原子が剛体として拘束され

ているという条件を課していない. 続く節では, 剛体拘束を課すことで剛体の回転に関する運動方程式を導い

ていく.

11.1.2 剛体の回転運動

ここまで, 分子の運動は (1) 重心の並進運動, (2) 重心周りの回転運動に分離することができることを見てき

た. この節では, 重心周りの回転運動を詳しく見ることで, 剛体の回転に関する運動方程式 (オイラーの方程式)

を導出していく.

空間座標系と分子座標系

剛体運動を考える際には, 剛体に固定された座標系を用いるのが便利である. そこで, 空間座標系と分子座標

系を導入する. 空間座標系とは, 空間に固定された座標系である. 例えば, デカルト座標などである. 分子座標

系とは, 分子の重心を原点として張られる座標系であり, 空間座標から見ると分子とともに回転している. 分子

を構成する原子座標は, この回転座標中に固定されている.

次に, 空間を運動する任意の点 B を考える. 点 Bの運動は, 空間座標系から見るか, 分子座標系から見るか

で, 当然異なって見える. そこで, 空間座標系における位置ベクトルを B, 分子座標系における位置ベクトル

を B′ として, その時間変化を考えていく. 空間座標系での時間微分には d/dt, 分子座標系での時間微分には

d′/dtを用いることにする. 空間座標系での時間変化 dB′/dtは, 回転系での時間変化 d′/dtに加えて, 回転に
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よる時間変化の項が加わる. したがって, 空間座標系における時間微分と分子座標系における時間微分との間

には
dB′

dt
=
d′B′

dt
+ ω ×B′ (11.20)

が成立する.

回転による時間変化の項, すなわち式 (11.20) の右辺第二項目がどのように導き出されるかを見ていく. 空

間座標から見ると位置ベクトル B′ の時間変化は, 分子座標系の回転に対応する. そこで, 重心を通るある

軸の周りで, 分子が角速度 ωi で回転しているとする状況を考える. すなわち, 分子座標系では静止してい

る相対位置ベクトル B′ は, 空間座標系から見ると回転軸の周りで角速度 ω で回転している. ω は角速度

ベクトルであり, 回転軸と同じ方向を向いている. ベクトル B′ と回転軸のなす角を θ とすると, 微小時間

∆t の間に |∆B′| = |ωi||B′| sin θ∆t だけ変化する. さらに, ∆B′ は ω × B′ と同じ方向を向いているので

∆B′ = ω ×B′∆tと書ける. 故に ∆t→ 0とすれば,

Ḃ′ = ω ×B′ (11.21)

を得る.

剛体分子 iに属する原子の相対位置ベクトル sa の場合, 分子座標系で静止しているので,

ṡa = ωi × sa (11.22)

と計算することができる. この関係式は, ベクトルの時間微分公式 (11.20)から計算できる. すなわち, 原子の

相対位置ベクトル sa は分子座標系では固定されており, d′sa/dt = 0であることが直ちに求まる.

重心周りの回転運動

重心周りの角運動量を再掲する:

LRi =

ni∑
a=1

(sa ×maṡa) (11.23)

式 (11.22)を回転の運動方程式 (11.23)に代入すると

LRi =

ni∑
a=1

sa ×ma(ωi × sa) (11.24)

ベクトル公式A×B ×C = B(A ·C)−C(A ·B) を用いると,

LRi =

ni∑
a=1

ma {ωi(sa · sa)− sa(sa · ωi)} (11.25)

を得る. 角速度ベクトル ωi, 原子の重心からの相対座標ベクトル sa を空間座標系の成分で

ωi =

ωixωiy
ωiz

 , sa =

xaya
za

 (11.26)

のように表すと

LRi =

ni∑
a=1

ma

(s2a − x2a) −xaya −xaza
−xaya (s2a − y2a) −yaza
−xaza −yaza (s2a − z2a)

ωixωiy
ωiz

 (11.27)
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と具体的に計算できる. 慣性テンソル

Iµν ≡
ni∑
a=1

(|sa|2δµν − |saµ||saν |) (11.28)

を定義することで, 角運動量と角速度の関係式

LRi = Iωi (11.29)

が得られる.

ここまで, 分子座標系の座標の選び方は, 重心を原点に選ぶということ以外は任意であるとして議論を進めて

きた. 分子座標系の座標軸を, 分子の慣性主軸に沿って軸を固定すると, 議論が簡潔になり便利である. つまり,

慣性テンソル I が対角化されるように軸を選ぶと,

Lx = Ixωx (11.30)

Ly = Iyωy (11.31)

Lz = Izωz (11.32)

となる. この時, 慣性テンソルの対角成分 Ix, Iy, Iz を主慣性モーメントという. 以降の議論では, 分子座標系

は分子の慣性主軸に沿って固定する.

オイラーの運動方程式

角速度 ω で回転している分子座標系における回転の運動方程式を考える. 空間座標系と分子座標系の間に成

り立つベクトルの時間微分の関係式 (11.20)を, 回転の運動方程式 (11.17)に適用すると

dLi
dt

=
d′Li
dt

+ ω ×Li = Ni (11.33)

を得る. さらに角運動量と角速度の関係式 L = Iω を代入すると

Ii
dωi
dt

= Ni − ωi × (Iiωi) (11.34)

を得る. なお, 角速度ベクトル ω の時間微分は空間座標と分子座標で一致する. このことは, 空間座標系と分子

座標系の間に成り立つベクトルの時間微分の関係式 (11.20)を ω に用いたときに, ω × ω = 0であることから

分かる. 式 (11.34)は, オイラーの方程式と呼ばれる回転の運動方程式である. 分子の慣性主軸を分子座標系に

選んでいる時, 角運動量と角速度の関係式 (11.30)–(11.32)より各成分は

Ix
dωx
dt

= Nx + (Iy − Iz)ωyωz (11.35)

Iy
dωy
dt

= Ny + (Iz − Ix)ωzωx (11.36)

Iz
dωz
dt

= Nz + (Ix − Iy)ωxωy (11.37)

と書き下せる. 以上により, 角速度ベクトル ω の時間変化を, 主慣性モーメント I とトルクN で関係づけるこ

とができた*1. 後は, 分子の配向を記述する一般化座標を導入すれば, 剛体の回転運動の記述が完成する.

*1 質点系の運動方程式との対応を考えると, 　角速度ベクトルは速度ベクトル, 主慣性モーメントは質量, トルクは力のように対応づ
けて考えると分かりやすい.
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11.1.3 オイラー角: 分子の配向を記述する一般化座標

剛体の回転運動は, 剛体の重心を通るある軸周りでの分子の回転であり, それによって分子の配向は時々刻々

変化していく. この節では, 分子の配向を記述する一般化座標であるオイラー角とその時間変化を見ていく.

オイラー角と空間座標系と分子座標系の変換

空間座標に対する分子座標の配向はオイラー角 (ϕ, θ, ψ)で決めることができる. 空間座標から分子座標への

変換はこのオイラー角を用いて, 以下の手続きによって行う. ここで, 空間座標系と分子座標系の原点 O, Gは

一致させるものとする.

1. z 軸を回転軸として, 座標系 Oxyz を逆時計周りに ϕだけ回転させる. 回転後の座標系は O′
x′y′z′

2. x′ 軸を回転軸として, 座標系 O′
x′y′z′ を逆時計周りに θ だけ回転させる. 回転後の座標系は O′′

x′′y′′z′′

3. z′′ 軸を回転軸として, 座標系 O′′
x′′y′′z′′ を逆時計周りに ψ だけ回転させる. 回転後の座標系は Õx̃ỹz̃

なお, 以上の操作においてオイラー角 (ϕ, θ, ψ)の変域は

0 ≤ ϕ, ψ ≤ 2π, 0 ≤ θ ≤ π (11.38)

とする. 空間座標 rs から分子座標 rb への変換は, 変換行列 Aを用いた座標の回転操作と, 分子の並進操作に

よって

rb = Ars −RG (11.39)

rs = Atrb +RG (11.40)

とかける. 変換行列Aは

A(ϕ, θ, ψ) = RψRθRϕ

=

 cosψ sinψ 0
− sinψ cosψ 0

0 0 1

1 0 0
0 cos θ sin θ
0 − sin θ cos θ

 cosϕ sinϕ 0
− sinϕ cosϕ 0

0 0 1


=

 cosψ cosϕ− cos θ sinϕ sinψ cosψ sinϕ+ cos θ cosϕ sinψ sinψ sin θ
− sinψ cosϕ− cos θ sinϕ cosψ − sinψ sinϕ+ cos θ cosϕ cosψ cosψ sin θ

sin θ sinϕ − sin θ cosϕ cos θ

 (11.41)

と表せる. なお変換行列Aは直行行列であるので, A−1 = At である.

オイラー角の時間変化: オイラー角と角速度 ω̃ の関係式

続いて, 分子座標系における角速度 ω̃ をオイラー角 (ϕ, θ, ψ)を用いて表す. ϕ̇は座標系 O′ の z′ 軸まわり, θ̇

は座標系 O′′ の x′′ まわり, ψ̇ は座標系 Õ の z̃ まわりの変化であるから, 各座標系における各速度は

ω′
ϕ =

0
0

ϕ̇

 , ω′′
θ =

θ̇0
0

 , ω̃ψ =

0
0

ψ̇

 (11.42)
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とかける. 各座標系の角速度を分子座標系に変換することで, 分子座標系での角速度 ω̃

ω̃ =

ω̃xω̃y
ω̃z

 = RψRθω
′
ϕ +Rψω

′′
θ + ω̃ψ

=

ϕ̇ sin θ sinψ + θ̇ cosψ

ϕ̇ sin θ cosψ − θ̇ sinψ
ϕ̇ cos θ + ψ̇


=

 cosψ sin θ sinψ 0
− sinψ sin θ cosϕ 0

0 cos θ 1

 θ̇ϕ̇
ψ̇


と計算できる. これを逆に解くと, オイラー角の時間微分を分子座標系の角速度を用いて表すことができる:

θ̇ = ω̃x cosψ − ω̃y sinψ (11.43)

ϕ̇ =
1

sin θ
(ω̃x sinψ + ω̃y cosψ) (11.44)

ψ̇ = ω̃z −
cos θ

sin θ
(ω̃x sinψ + ω̃y cosψ) (11.45)

オイラー角の時間変化: 四元数表示

オイラー角の時間変化 (11.43)–(11.45)には 1/ sin θ という特異的な項が存在し, θ = 0, π で無限大に発散し

てしまう. この発散を避けるために, 次のような四元数を導入する.

q0 = cos

(
θ

2

)
cos

(
ϕ+ ψ

2

)
(11.46)

q1 = sin

(
θ

2

)
cos

(
ϕ− ψ

2

)
(11.47)

q2 = sin

(
θ

2

)
sin

(
ϕ− ψ

2

)
(11.48)

q3 = cos

(
θ

2

)
sin

(
ϕ+ ψ

2

)
(11.49)

四元数は
∑
i q

2
i = 1 が成り立つため自由度は３であることに注意する. 四元数表示したオイラー角の時間変

化は,

q̇ =


q̇0
q̇1
q̇2
q̇3

 =
1

2


q0 −q1 −q2 −q3
q1 q0 −q3 q2
q2 q3 q0 −q1
q3 −q2 q1 q0




0
ω̃x
ω̃y
ω̃z

 (11.50)

≡ 1

2
S(q)ω̃(4) (11.51)

と表せる. *2 ここで定義した行列 S(q)は非対角成分が反対称となっている. また,

S(q)St(q) = (q20 + q21 + q22 + q23)E = |q|2E = E (11.52)

の関係式が成り立つことが確認できる. ここで, E は単位行列である.

*2 四元数の積は行列・ベクトル積で表すことができることが知られている. ここで得られた四元数の時間微分の行列・ベクトル積部
分は, 四元数の積 q̂ω̂ に対応している.
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なお, ここで導入した四元数を用いると変換行列A(回転操作)は以下のように表せる:

A(q) =

q20 + q21 − q22 − q23 2(q1q2 + q0q3) 2(q1q3 − q0q2)
2(q1q2 − q0q3) q20 − q21 + q22 − q23 2(q2q3 + q0q1)
2(q1q3 + q0q2) 2(q2q3 − q0q1) q20 − q21 − q22 + q23

 . (11.53)

11.2 剛体運動の解析力学的記述

ここまで, 剛体の運動を古典力学に基づいて記述した. すなわち, ニュートンの運動方程式を出発点として,

重心の並進運動と重心周りの回転運動に分離し, 回転に関する運動方程式であるオイラーの方程式を導出した.

本節では, 剛体分子の回転に関する運動を解析力学の観点から記述する. 回転運動に関するラグランジアンか

らハミルトニアンを導入し, ハミルトンの正準方程式より運動方程式を得る. 最終的には得られる運動方程式

は, 古典力学で得られたオイラーの方程式と一致する. すなわち, ハミルトン形式で記述したとしても, 得られ

る運動方程式は古典力学に基づく記述と一緒である. しかしながら, ハミルトン形式で運動を記述することは,

分子動力学アルゴリズム, とりわけシンプレクティック剛体分子動力学法を構築するのに役に立つ.

11.2.1 剛体の回転運動に対するハミルトニアン

重心周りの回転運動エネルギー

分子座標上の重心位置からの原子の相対位置ベクトルの時間微分を ṡa を用いると, 分子の重心周りの回転の

運動エネルギーは

T (ω) =

ni∑
a=1

1

2
maṡ

2
a

=

ni∑
a=1

1

2
ma(ω̃ × sa) · (ω̃ × sa)

=
1

2
(Ixxω̃

2
x + Ixyω̃xω̃y + Ixzω̃xω̃z + Iyyω̃

2
y

+ Iyxω̃yω̃x + Iyzω̃yω̃z + Izzω̃
2
z + Izxω̃zω̃x + Izyω̃zω̃y)

=
1

2
ω̃tIω̃ (11.54)

と計算される. 剛体座標系の座標軸を剛体の慣性主軸に一致するように選ぶと

T (ω) =
1

2
(Ixxω̃

2
x + Iyyω̃

2
y + Izzω̃

2
z) (11.55)

となる. 以後, 剛体座標系の座標軸は慣性主軸に一致するように選ぶことにする.

回転の運動エネルギーの四元数表示を導入する:

T (ω(4)) =
1

2
I00ω

2
0̃
+ T (ω) =

1

2
ω(4)tD−1ω(4) (11.56)

ここで,

D ≡


I−1
00 0 0 0
0 I−1

xx 0 0
0 0 I−1

yy 0
0 0 0 I−1

zz

 (11.57)

で定義される. また, 四元角速度は, q̇ = 1
2S(q)ω

(4), S(q)St(q) = |q|2E より

ω(4) ≡ (ω0, ω̃x, ω̃y, ω̃z)
t =

2

|q|2
St(q)q̇ (11.58)
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と表される.

剛体の回転運動に対するラグランジアン

四元数を用いた剛体の回転運動に対するラグランジアンは

L(q, q̇) = T (ω(4))− ϕ(q)

=
1

2
ω(4)tD−1ω(4) − ϕ(q)

=
2

|q|4
{
St(q)q̇

}t
D−1

{
St(q)q̇

}
− ϕ(q)

=
2

|q|4
q̇tS(q)D−1St(q)q̇ − ϕ(q) (11.59)

と導出される. q に共役な運動量 π は

π =
∂L(q, q̇)
∂q̇

=
4

|q|4
S(q)D−1St(q)q̇ =

2

|q|4
S(q)D−1ω(4) (11.60)

と表される. 一方で, 四元角速度は

ω(4) =
|q|2

2
DSt(q)π (11.61)

と表すことができる.

剛体の回転運動に対するハミルトニアン

ラグランジアンをルジャンドル変換するすると, 剛体の回転に対するハミルトニアンは

H(q,π) = q̇ · π − L(q, q̇) (11.62)

= q̇ · 4

|q|4
S(q)D−1St(q)q̇ −

{
2

|q|4
q̇tS(q)D−1St(q)q̇ − ϕ(q)

}
(11.63)

=
2

|q|4
q̇tS(q)D−1St(q)q̇ + ϕ(q) (11.64)

=
2

|q|4
{
St(q)q̇

}t
D−1

{
St(q)q̇

}
+ ϕ(q) (11.65)

=
1

8
πtS(q)DSt(q)π + ϕ(q) (11.66)

=
1

8

{
S(q)tπ

}t
D
{
St(q)π

}
+ ϕ(q) (11.67)

と導出できる. ただし, 最後の変形には式 (11.60)から導かれる関係式

Stq̇ =
|q|2

4
St(q)Dπ (11.68){

Stq̇
}t

=
|q|2

4
πtDtS(q) (11.69)

を利用した. また, 行列D は, その定義より対角成分のみ持ち, D = Dt, DS = SD であるので

DtS(q)D−1St(q)D = DS(q)D−1St(q)D = S(q)DSt(q) (11.70)

のように計算できる.
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11.2.2 回転に対する運動方程式

ハミルトンの正準方程式は

q̇ =
∂H(q,π)

∂π
=

1

2
S(q)ω(4) (11.71)

π̇ = −∂H(q,π)
∂q

= −1

2
S(π)ω(4) − ∂ϕ(q)

∂q
(11.72)

と計算される. 各成分について具体的に書き下すと

q̇ =


q̇0
q̇1
q̇2
q̇3

 =
1

2


q0 −q1 −q2 −q3
q1 q0 −q3 q2
q2 q3 q0 −q1
q3 −q2 q1 q0



ω0

ωx
ωy
ωz

 (11.73)

π̇ =


π̇0
π̇1
π̇2
π̇3

 = −1

2


π0 π1 π2 π3
π1 −π0 π3 −π2
π2 −π3 −π0 π1
π3 π2 −π1 −π0



ω0

ωx
ωy
ωz

−

∂ϕ(q)
∂q0
∂ϕ(q)
∂q1
∂ϕ(q)
∂q2
∂ϕ(q)
∂q3

 (11.74)

である.

ここで, 四元角速度の時間微分を計算すると

ω̇(4) =
d

dt

{
|q|2

2
DSt(q)π

}
= |q||q̇|DStπ +

|q|2

2
DṠt(q)π +

|q|2

2
DSt(q)π̇

= 2
|q̇|
|q|

ω(4) +
|q|2

2
DSt(q̇)π +

|q|2

2
DSt(q)π̇

= ω0ω
(4) +

|q|2

2
DSt(q̇)π +

|q|2

2
DSt(q)π̇ (11.75)

となる. 具体的に各成分を計算すると,

ω̇0 = ω2
0 (11.76)

ω̇1 = ω0ωx + |q|2
Nx
Ixx

+
Iyy − Izz
Ixx

ωyωz (11.77)

ω̇2 = ω0ωx + |q|2
Ny
Iyy

+
Izz − Ixx
Iyy

ωxωz (11.78)

ω̇3 = ω0ωx + |q|2
Nz
Izz

+
Ixx − Iyy

Izz
ωxωy (11.79)

を得る. ω0(t = 0) = 0, |q(t = 0)|2 = 1である時, ω0 ≡ 0, |q|2 ≡ 1 (t ≥ 0)となり, オイラーの方程式と一致

することが確認できる.



第 11章 剛体系の分子動力学法 194

11.3 剛体の回転運動に対する分子動力学アルゴリズム

ミクロカノニカルアンサンブルにおける剛体の回転に対する分子動力学アルゴリズムを考える. まず初めに,

ハミルトニアン (11.67)を 5つの部分に分割する.

H(q,π) =
4∑
k=0

hk(q,π) (11.80)

ここで,

hk(q,π) =

{
1

8Ik
[πtPkq]

2, for k = 0, 1, 2, 3

ϕ(q), for k = 4
(11.81)

P0q =


q0
q1
q2
q3

 , P1q =


−q1
q0
q3
−q2

 , P2q =


−q2
−q3
q0
q1

 , P3q =


−q3
q2
−q1
q0

 (11.82)

と定義した. 次に, 演算子 Dk を次のように導入する:

Dk = ∇phk(q,π) · ∇q −∇qhk(q,π) · ∇p (11.83)

k = 0, 1, 2, 3に対して

∇phk(q,π) = ζkPkq (11.84)

∇qhk(q,π) =

{
−ζkPkπ for k ̸= 0

ζkPkπ for k = 0
(11.85)

と計算される. ただし

ζk =
1

4Ik
πtPkq (11.86)

と定義した. 鈴木・トロッター展開を用いると, 時間発展演算子 eD∆t は

eD∆t = eD4
∆t
2

[
eD3

δt
2 eD2

δt
2 eD1δteD2

δt
2 eD3

δt
2

]n
eD4

∆t
2 +O

(
(∆t)3

)
(11.87)

と分割できる. ここで, δt = ∆t/nである. 演算子 Dk(k = 1, 2, 3)に対して

Dkζk = 0 (11.88)

Dkq = ζkPkq (11.89)

Dkπ = ζkPkπ (11.90)

Dk(Pkq) = −ζkq (11.91)

Dk(Pkπ) = −ζkπ (11.92)

が成り立つことを用いると, k = 1, 2, 3に対して位相空間の時間発展は

eDk∆tq = cos(ζk∆t)q + sin(ζk∆t)Pkq (11.93)

eDk∆tπ = cos(ζk∆t)π + sin(ζk∆t)Pkπ (11.94)
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のように計算されることが示される. また, k = 4に対する時間発展は

eD4∆tπ = π + F (4)∆t (11.95)

と計算される. ここで,
F (4) = 2S(q)N (4) (11.96)

である. N (4) は 4元数表示したトルクで

N (4) =

{∑
a

Fa · sa,
∑
a

sa × Fa

}
+N

(4)
int = {0, Nx, Ny, Nz} (11.97)

とかかれる.
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第 12章

マルコフ連鎖モンテカルロ法

12.1 マルコフ連鎖

12.1.1 マルコフ過程とマルコフ連鎖の簡単な説明

以下のような確率過程を考える:

x1 → x2 → · · · → xk−2 → xk−1 → xk → xk+1 (12.1)

状態 xk+1 が一つ前の状態 xk から確率的に生成され, それ以前の状態 xk−1, xk−2, · · · に依存しないような過
程のことをマルコフ過程という. また, このような状態の流れをマルコフ連鎖という.

12.1.2 状態空間, 確率分布, 遷移確率行列, アンサンブルの導入

■状態空間 マルコフ連鎖が動き回る集合が, n個の状態を持つような有限集合であるとする. このような有限

集合を状態空間 (state space) S = [s1, . . . , sn]と表す.

■確率分布 状態空間 S = [s1, . . . , sn]上の確率分布を

µ = (µ1, µ2, . . . , µn) (12.2)

と書く. 確率分布 µは

� 任意の i ∈ S に対して µi ≥ 0

�

∑
i∈S µi = 1

を満たす. この確率分布は重みと言われることもある.

■遷移確率行列 ある状態 xi からある状態 xj に遷移する確率を Pij ≡ P (i → j) とし, 遷移確率行列

P = {Pij}i,j∈S を導入する. 遷移確率行列の要素は遷移確率であるため, 次の条件を満足する:

� 任意の (i, j) ∈ S × S に対して Pij ≥ 0

� 任意の i ∈ S に対して
∑
j∈S Pij = 1

この条件は, 遷移確率行列の各行ベクトルが S 上の分布であることと同値である.

■アンサンブルについて 状態空間 S = [s1, . . . , sn]における各状態 k について確率 µk,
∑
i∈S µi = 1を与え

るような状態サンプルの集合のことをアンサンブル E と呼ぶ.
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12.1.3 一般的なマルコフ連鎖の定義

状態空間 S = [s1, . . . , sn]における確率過程を考える.

P (x0 = si0 , . . . , xN−1 = siN−1
, xN = si) ̸= 0 (12.3)

となるような任意の N , i0, . . . , iN−1 ∈ S, i, j ∈ S に対して

P (xN+1 = sj |x0 = si0 , . . . , xN−1 = siN−1
, xN = si) (12.4)

= P (xN+1 = sj |xN = si) (12.5)

= Pij (12.6)

が成り立つ場合, 遷移確率行列 P を持つ (一様な)マルコフ連鎖であるという. これは S = [s1, . . . , sn]の初期

分布 µi0 に対して

P (x0 = si0 , . . . , xN−1 = siN−1
, xN = si) = µi0P (i0 → i1)× . . . P (iN−1 → iN ) (12.7)

となるような過程であると同値である.

12.1.4 平衡分布

遷移確率行列 P を持つ, 状態空間 S = [s1, . . . , sn] 上のマルコフ連鎖 (x0, x1, . . . , ) に対する平衡分布

π = (π1, . . . , πn),は以下の条件を満たす:

1. 規格化条件:
∑
i∈S πi = 1. ただし πi ≥ 0 (i ∈ S).

2. 釣り合い条件: πP = π, すなわち任意の j ∈ S に対して
∑
i∈S πiPij = πj である.

また, 釣り合い条件の十分条件である詳細釣り合い条件

πiPij = πjPji (12.8)

を満たす時, π は可逆分布であるという. 定常分布と可逆分布は以下の性質をもつ.

� π が定常分布であるとき, 任意の n = 0, 1, 2, . . .に対して πPn = π である.

� 確率分布 µが可逆分布であるならば, µは定常分布である. 逆は成り立たない.

� 遷移確率行列 P が対称行列ならば, 一様分布 µi = 1/|S|, (∀i ∈ S)と定義される確率分布は可逆分布で
ある.

■平衡分布の例 統計物理学における平衡分布の典型的な例としてカノニカル分布があげられる. カノニカル

分布は具体的に

πB = [cBe
−βE1 , cBe

−βE2 , . . . , cBe
−βEn ] (12.9)

と計算される. ここで, cB は規格化因子である.

12.2 マルコフ連鎖の平衡分布への収束性

マルコフ連鎖の中心的な話題として, 「マルコフ連鎖の漸近的な長期挙動」が挙げられる. 具体的には, 長い

マルコフ連鎖により得られたサンプルが興味のある分布（例えばカノニカルアンサンブルや定温定圧アンサン
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ブル）に従っているかが重要な問題となる. 望みの確率分布から状態を生成するには, 遷移確率行列 P は次の

性質を満たす必要がある:

1. エルゴード性

2. 規格化条件

3. 釣り合い条件

12.2.1 エルゴード性 (規約性と非周期性)

既約かつ非周期的なマルコフ連鎖のことをエルゴード (Erogodicity)であると言う. 既約性と非周期性の定

義は以下のように与えられる.

■既約性の定義 状態空間 S = [s1, . . . , sn]を考える. 任意の i, j ∈ S に対して (Pn)ij > 0となるような, あ

る整数 nが存在する時, マルコフ連鎖は既約 (irreducibility)であると言う. 言い換えれば, 遷移確率行列 P を

持つマルコフ連鎖 (x0, x1, . . . , )について, 任意の状態 si, sj ∈ S が相互到達可能, つまり si から出発したマル

コフ連鎖が有限時間内で sj に到達する確率が 0でないことを意味する. 規約でないマルコフ連鎖は可約であ

ると言う.

■非周期性の定義 gcd[a1, . . . , an]は a1, . . . , an の最大公約数と表記すると, 状態 si ∈ S の周期 d(di)は次で

定義される:
d(si) = gcd[n ≥ 1 : (Pn)ii > 0] (12.10)

d(si) = 1のとき, 状態 si は非周期的 (aperiodic)であるという. 全ての状態が非周期的ならば, マルコフ連鎖

は非周期的であるという. そうでない時は, 連鎖は周期的 (periodic)であると言われる.

12.2.2 規格化条件

状態空間 S = [s1, . . . , sn]上の遷移確率行列 P を持つようなマルコフ連鎖を考える. 遷移確率行列に対する

規格化条件は, 任意の i ∈ S に対して ∑
j∈S

Pij = 1 (12.11)

である.

12.2.3 釣り合い条件

状態空間 S = [s1, . . . , sn]上の遷移確率行列 P , 確率分布 wに対するマルコフ連鎖を考える. この時, 釣り合

い条件は
wP = w (12.12)

すなわち ∑
i∈S

wiPij = wj (12.13)

とかかれる. つまり, 確率分布 w は遷移確率行列 P の固有ベクトルで, その固有値は 1であることを意味する.

確率流を
v(i→ j) = wiPij (12.14)
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のように定義すれば釣り合い条件は次のようにも書かれる:∑
i∈S

v(i→ j) =
∑
i∈S

v(j → i) (12.15)

12.2.4 収束性について

状態空間 S = [s1, . . . , sn]上のマルコフ連鎖が (1) エルゴード性, (2) 規格化条件, (3) 釣り合い条件を満た

す時

1. 定常分布の存在性: 定常分布が少なくとも一つ存在すること

2. 定常分布の一意性: 定常分布 π が一意的に存在し, 任意の j ∈ S に対して π > 0

3. 定常分布への収束性: S 上の任意の分布 µに対して limn→∞ µPn = π, つまりマルコフ連鎖は平衡分布へ

と収束する

を示すことができる.

物理系のマルコフ連鎖モンテカルロの場合, カノニカル分布, 定温低圧分布, グランドカノニカル分布のもと

で考えるので, 定常分布の存在を前提としても差し支えない.

既約かつ非周期的なマルコフ連鎖の平衡分布への収束性の証明

2つのアンサンブル E, E′ を考える. アンサンブル E における状態 sk の確率を wk, アンサンブル E′ にお

ける状態 sk の確率を w′
k とする. アンサンブル E と E′ の距離を

||E − E′|| =
∑
k∈S

|wk − w′
k| (12.16)

と書く. アンサンブル E′ はアンサンブル E に遷移確率行列 P を適用して生じたアンサンブルだと仮定する.

E′ と平衡アンサンブル Eeq の距離を E と平衡アンサンブル Eeq の距離と比較する:

||E′ − Eeq|| =
∑
l∈S

∣∣∣∣∣∑
k∈S

Pkl(wk − weq
k )

∣∣∣∣∣ (12.17)

≤
∑
l∈S

∑
k∈S

|Pkl(wk − weq
k )| (12.18)

=
∑
k∈S

|(wk − weq
k )| (12.19)

= ||E − Eeq|| (12.20)

と計算される. ここで 1行目の展開で釣り合い条件, 1行目から 2行目への変形で三角不等式, 2行目から 3行

目での展開で規格化条件を使用した. 得られた結果をまとめる:

||E′ − Eeq|| ≤ ||E − Eeq|| (12.21)

この不等式は, E に P を作用させた結果生じるアンサンブル E′ は, E と比較して平衡アンサンブルに近い, あ

るいは等しい距離にあることを意味する. つまり, 平衡アンサンブルがマルコフ過程の不動点になっているこ

とがわかる.

続いて, 平衡分布への収束を考えていく. 遷移確率行列 P それ自身は通常エルゴードではないが, P ≡ Pn

がエルゴードになるような整数 nが存在するとする. エルゴード性の定義から, P の全ての要素は 0よりも大
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きい:
0 < wmin ≡ min

i, j
{Pij} < 1 (12.22)

ここで, 確率分布 µと µ′ が
µ′ = Pµ (12.23)

で関係づけられているとする. 平衡分布への収束性 µn → πeq をみるには

||E′ − Eeq|| ≤ (1− wmin)||E − Eeq|| (12.24)

であることを示せばよい. ϵ ≡ ||E − Eeq||を定義する. ||E − Eeq||は次のように分割できる：

||E − Eeq|| =
∑
k∈S

|wk − weq
k | (12.25)

=
∑
k∈K+

(wk − weq
k )−

∑
k∈K−

(wk − weq
k ) (12.26)

ここで,
∑
k∈K+ は wk − weq

k ≥ 0となるような k に対する和であり,
∑
k∈K− は wk − weq

k < 0となるような

k に対する和を意味する. また, 規格化条件∑
k∈S

πk =
∑
k∈K+

wk +
∑
k∈K−

wk = 1 (12.27)

∑
k∈S

πeq
k =

∑
k∈K+

weq
k +

∑
k∈K−

weq
k = 1 (12.28)

を連立して解くと ∑
k∈K+

(wk − weq
k ) =

∑
k∈K−

(weq
k − wk) =

ϵ

2
(12.29)

を得る.

以上のように証明に必要となる関係式を一通り揃えたので, ここからは ||E′ − Eeq|| を具体的に計算し,

||E − Eeq||と比較していく. まずは, 釣り合い条件を用いて

||E′ − Eeq|| =
∑
l∈S

∣∣∣∣∣∑
k∈S

Pkl(wk − weq
k )

∣∣∣∣∣ (12.30)

=
∑
l∈S

∣∣∣∣∣ ∑
k∈K+

Pkl(wk − weq
k ) +

∑
k∈K−

Pkl(wk − weq
k )

∣∣∣∣∣ (12.31)

と展開する. ここで L+ と L− はそれぞれ, 以下を満たすような状態 lの集合であると定義する:

L+ ≡

{
l ∈ S

∣∣∣∣∣ ∑
k∈K+

Pkl(wk − weq
k ) +

∑
k∈K−

Pkl(wk − weq
k ) > 0

}
(12.32)

L− ≡

{
l ∈ S

∣∣∣∣∣ ∑
k∈K+

Pkl(wk − weq
k ) +

∑
k∈K−

Pkl(wk − weq
k ) < 0

}
(12.33)
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このように lに関する和を分割することで

||E′ − Eeq|| =
∑
l∈L+

[ ∑
k∈K+

Pkl(wk − weq
k ) +

∑
k∈K−

Pkl(wk − weq
k )

]
(12.34)

−
∑
l∈L−

[ ∑
k∈K+

Pkl(wk − weq
k ) +

∑
k∈K−

Pkl(wk − weq
k )

]
(12.35)

≤ (1− wmin)
ϵ

2
+ (1− wmin)

ϵ

2
= (1− wmin)ϵ (12.36)

となる. 途中の式変形で 0 < wmin < 1であること, l に関する和を分割したことで P に関する和が最大でも
(1− wmin)であること, 式 (12.29)を利用した. このようにして,

||E′ − Eeq|| ≤ (1− wmin)||E − Eeq|| (12.37)

が得られた. 遷移確率行列 P によるマルコフ連鎖を繰り返すと確率分布は

wk = Pkµ, (k = 1, 2, . . .) (12.38)

と変化していき, アンサンブル (分布)が平衡アンサンブル (分布)へ収束することが以下のように確認できる:

||Ek − Eeq|| ≤ e−λk||E − Eeq|| (12.39)

ただし λ = − ln(1− wmin) > 0である.

12.3 遷移確率行列の構築法

12.3.1 マルコフ連鎖のおさらい

まずはじめに, マルコフ連鎖モンテカルロ法の基礎について述べる. マルコフ連鎖とは, 次の状態 j をとる確

率が直前の状態 iのみで決定されるようにして状態を変化させていく過程のことをいう.

ここでは n個の状態を持つ系を考えることにする. 状態 iは重み wi をもち, 確率 P (i→ j)で状態 j に遷移

する. ここで, 状態 iから状態 j への確率流 v(i→ j)を次のように定義する.

v(i→ j) = wiP (i→ j) (12.40)

定常状態を実現するには, 系は釣り合い条件

n∑
i=1

v(i→ j) =

n∑
i=1

v(j → i) (12.41)

を満たさなければならない. 式 (13.2)を満たすような確率流 v(i→ j)にしたがって状態を遷移させることで,

必要なアンサンブル (例えば, カノニカルアンサンブルや定温定圧アンサンブル)を得ることができる.

12.3.2 詳細釣り合い条件を満たす遷移確率計算アルゴリズム

メトロポリス法や熱浴法は, 式 (13.2)の十分条件である詳細釣り合い条件

v(i→ j) = v(j → i) (12.42)
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を満たすようなアルゴリズムである. メトロポリスの方法では, 状態 iから状態 j への確率流と遷移確率は次

のように与えられる.

v(i→ j) =
1

n− 1
min (wi, wj) , j ̸= i (12.43)

P (i→ j) =
v(i→ j)

wi
=

1

n− 1
min

(
1,
wj
wi

)
, j ̸= i (12.44)

ここで, 係数 1/(n− 1) は状態 iを除く n− 1個の状態の中からランダムに状態 j を選ぶことに由来している.

一方で, 熱浴法では状態 iから状態 j への確率流と遷移確率は次のように与えられる.

v(i→ j) =
wiwj∑n
k=1 wk

, ∀j, i (12.45)

P (i→ j) =
v(i→ j)

wi
=

wj∑n
k=1 wk

, ∀j, i (12.46)

メトロポリス法と熱浴法の確率流の計算の模式図を図 ??, 図 ??に示す. 図からわかるように, これらの方法で

は同じ状態に留まる確率流 v(i → i)が存在する. v(i → i)が大きいほど状態を遷移させることができないた

め, マルコフ連鎖モンテカルロシミュレーションとしては非効率になってしまう.

12.3.3 詳細釣り合いを破るが, 釣り合い条件を満たす遷移確率計算アルゴリズム

続いて, 諏訪・藤堂の方法について説明する. 諏訪・藤堂の方法は詳細釣り合い条件 (13.3)を破っており, 釣

り合い条件 (13.2)のみ満たすアルゴリズムである. 諏訪・藤堂のアルゴリズムは図 ??に示した通り, 以下の手

続きで説明される. ここでの手続きは, wj の容量を持つ箱 j に, もともと箱 iを満たしていた液体 iを流し込

むような操作である. 状態 iの重み wi は箱 iの容量, 状態 iから状態 j への確率流 v(i→ j)は箱 iから箱 j に

移す液体の量に対応する.

Step 1 もっとも大きい重みを持つ状態を選ぶ. もし, もっとも大きい重みを持つ状態が 2つ以上あった場合,

そのうちの 1つを選ぶ. ここでは, 状態 1がもっとも大きい重み w1 を持つと仮定する. このような

仮定をしても, 一般性は失われない.

Step 2 液体 1 を可能な限り箱 2 に移す. 箱 2 に移される液体の量は v(1 → 2) である. もし, 液体 1 がま

だ残っているならば, さらに次の箱 3 に可能な限り液体 1 を移す. 次の箱へ液体 1 を流し込む操作

を, 全ての液体 1が移動されるまで続ける. 最後に液体 1が注がれた箱を k とする. ここでは確率流

v(1→ 2), . . . , v(1→ k)を得る.

Step 3 次に液体 2を, 部分的に液体が入っている箱 kに可能な限り注ぐ. もし, 箱 kが満杯になったら, 続い

て箱 k + 1に液体 2を注ぐ. すべての液体 2が他の箱 k + 1, . . . , 箱 lに移すまで操作を続ける. ここ

では確率流 v(2→ k),　 . . . , v(2→ l)を得る.

Step 4 他の液体についても順次, 次の箱に液体を流し込む操作を行う. もし最後の箱 n が一杯になってし

まったら, 一番初めの箱 1を残りの液体で埋める. 以上のようにしてすべての液体を他の箱に移すこ

とができる.

以上の操作で得られる確率流 v(i→ j)を式で表すと,

v(i→ j) = max (0,min (∆ij , wi + wj −∆ij , wi, wj)) (12.47)
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となる. ただし,

∆ij ≡ Si − Sj−1 + w1

Si ≡
i∑

k=1

wk

S0 ≡ Sn

と定義した. 式 (13.8)を使うことで, 遷移確率 P (i→ j) = v(i→ j)/wi を得ることができる. ここで, 諏訪・

藤堂の方法での遷移確率を議論する. 状態 iから状態 i, つまりリジェクトされるような確率流は

v(i→ i) =

{
max(0, 2w1 − Sn), i = 1

0, i ≥ 2
(12.48)

と計算される. この式は, w1 ≤ Sn/2のとき, リジェクト率は 0であることを意味している. したがって, 諏訪・

藤堂の方法はリジェクト率を最小化するため, 効率的にシミュレーションを行うことができる. ここで, 系の状

態の数が 2つ (n = 2)のとき, 諏訪・藤堂の方法はメトロポリスの方法と等価な方法になることに注意する.
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12.3.4 具体例 1

確率流の計算の具体例として状態が 4つの系を考える. 重み因子を

w = {w1, w2, w3, w4} = {180, 90, 150, 120} (12.49)

とする.

メトロポリス法

メトロポリス法を用いた場合, 確率流は具体的に以下のように計算できる:

v(1→ 2) =
1

n− 1
min[w1, w2] =

1

3
min[180, 90] =

90

3
= 30

v(1→ 3) =
1

n− 1
min[w1, w3] =

1

3
min[180, 150] =

150

3
= 50

v(1→ 4) =
1

n− 1
min[w1, w4] =

1

3
min[180, 120] =

120

3
= 40

v(1→ 1) = 180− (30 + 50 + 40) = 60

v(2→ 1) = v(1→ 2) = 30

v(2→ 3) =
1

n− 1
min[w2, w3] =

1

3
min[90, 150] =

150

3
= 30

v(2→ 4) =
1

n− 1
min[w2, w4] =

1

3
min[90, 120] =

120

3
= 30

v(2→ 2) = 90− (30 + 30 + 30) = 0

v(3→ 1) = v(1→ 3) = 50

v(3→ 2) = v(2→ 3) = 30

v(3→ 4) =
1

n− 1
min[w3, w4] =

1

3
min[150, 120] =

120

3
= 40

v(3→ 3) = 150− (50 + 30 + 40) = 30

v(4→ 1) = v(1→ 4) = 40

v(4→ 2) = v(2→ 4) = 30

v(4→ 3) = v(3→ 4) = 40

v(4→ 4) = 120− (40 + 30 + 40) = 10
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熱浴法

熱浴法を用いた場合, 確率流は具体的に以下のように計算できる:

v(1→ 1) =
w1w1∑4
i=1 wi

=
180× 180

540
= 60

v(1→ 2) =
w1w2∑4
i=1 wi

=
180× 90

540
= 30

v(1→ 3) =
w1w3∑4
i=1 wi

=
180× 150

540
= 50

v(1→ 4) =
w1w4∑4
i=1 wi

=
180× 120

540
= 40

v(2→ 1) = v(1→ 2) = 30

v(2→ 2) =
w2w2∑4
i=1 wi

=
90× 90

540
= 15

v(2→ 3) =
w2w3∑4
i=1 wi

=
90× 150

540
= 25

v(2→ 4) =
w2w4∑4
i=1 wi

=
90× 120

540
= 20

v(3→ 1) = v(1→ 3) = 50

v(3→ 2) = v(2→ 3) = 25

v(3→ 3) =
w3w3∑4
i=1 wi

=
150× 150

540
= 41.666 . . .

v(3→ 4) =
w3w4∑4
i=1 wi

=
150× 120

540
= 33.333 . . .

v(4→ 1) = v(1→ 4) = 50

v(4→ 2) = v(2→ 4) = 20

v(4→ 3) = v(3→ 4) = 33.333 . . .

v(4→ 4) =
w4w4∑4
i=1 wi

=
120× 120

540
= 26.666 . . .

諏訪・藤堂の方法

諏訪・藤堂の方法を用いた場合, 確率流は具体的に以下のように計算できる:

v(1→ 2) = 90, v(1→ 3) = 90

v(2→ 3) = 60, v(2→ 4) = 30

v(3→ 4) = 90, v(3→ 1) = 60

v(4→ 1) = 120



206

第 13章

拡張アンサンブル法

本章では, まずはじめにマルコフ連鎖モンテカルロ法の基礎を述べる. 続いて, 拡張アンサンブル法について

解説する.

13.1 マルコフ連鎖モンテカルロ法

まずはじめに, マルコフ連鎖モンテカルロ法の基礎について述べる. マルコフ連鎖とは, 次の状態 j をとる確

率が直前の状態 iのみで決定されるようにして状態を変化させていく過程のことをいう.

ここでは n個の状態を持つ系を考えることにする. 状態 iは重み wi をもち, 確率 P (i→ j)で状態 j に遷移

する. ここで, 状態 iから状態 j への確率流 v(i→ j)を次のように定義する.

v(i→ j) = wiP (i→ j) (13.1)

定常状態を実現するには, 系は釣り合い条件

n∑
i=1

v(i→ j) =

n∑
i=1

v(j → i) (13.2)

を満たさなければならない. 式 (13.2)を満たすような確率流 v(i→ j)にしたがって状態を遷移させることで,

必要なアンサンブル (例えば, カノニカルアンサンブルや定温定圧アンサンブル)を得ることができる.

メトロポリス法や熱浴法は, 式 (13.2)の十分条件である詳細釣り合い条件

v(i→ j) = v(j → i) (13.3)

を満たすようなアルゴリズムである. メトロポリスの方法では, 状態 iから状態 j への確率流と遷移確率は次

のように与えられる.

v(i→ j) =
1

n− 1
min (wi, wj) , j ̸= i (13.4)

P (i→ j) =
v(i→ j)

wi
=

1

n− 1
min

(
1,
wj
wi

)
, j ̸= i (13.5)

ここで, 係数 1/(n− 1) は状態 iを除く n− 1個の状態の中からランダムに状態 j を選ぶことに由来している.

一方で, 熱浴法では状態 iから状態 j への確率流と遷移確率は次のように与えられる.

v(i→ j) =
wiwj∑n
k=1 wk

, ∀i, j (13.6)

P (i→ j) =
v(i→ j)

wi
=

wj∑n
k=1 wk

, ∀i, j (13.7)
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メトロポリス法と熱浴法の確率流の計算の模式図を図 ??, 図 ??に示す. 図からわかるように, これらの方法で

は同じ状態に留まる確率流 v(i → i)が存在する. v(i → i)が大きいほど状態を遷移させることができないた

め, マルコフ連鎖モンテカルロシミュレーションとしては非効率になってしまう.

続いて, 諏訪・藤堂の方法について説明する. 諏訪・藤堂の方法は詳細釣り合い条件 (13.3)を破っており, 釣

り合い条件 (13.2)のみ満たすアルゴリズムである. 諏訪・藤堂のアルゴリズムは図 ??に示した通り, 以下の手

続きで説明される. ここでの手続きは, wj の容量を持つ箱 j に, もともと箱 iを満たしていた液体 iを流し込

むような操作である. 状態 iの重み wi は箱 iの容量, 状態 iから状態 j への確率流 v(i→ j)は箱 iから箱 j に

移す液体の量に対応する.

Step 1 もっとも大きい重みを持つ状態を選ぶ. もし, もっとも大きい重みを持つ状態が 2つ以上あった場合,

そのうちの 1つを選ぶ. ここでは, 状態 1がもっとも大きい重み w1 を持つと仮定する. このような

仮定をしても, 一般性は失われない.

Step 2 液体 1 を可能な限り箱 2 に移す. 箱 2 に移される液体の量は v(1 → 2) である. もし, 液体 1 がま

だ残っているならば, さらに次の箱 3 に可能な限り液体 1 を移す. 次の箱へ液体 1 を流し込む操作

を, 全ての液体 1が移動されるまで続ける. 最後に液体 1が注がれた箱を k とする. ここでは確率流

v(1→ 2), . . . , v(1→ k)を得る.

Step 3 次に液体 2を, 部分的に液体が入っている箱 kに可能な限り注ぐ. もし, 箱 kが満杯になったら, 続い

て箱 k + 1に液体 2を注ぐ. すべての液体 2が他の箱 k + 1, . . . , 箱 lに移すまで操作を続ける. ここ

では確率流 v(2→ k),　 . . . , v(2→ l)を得る.

Step 4 他の液体についても順次, 次の箱に液体を流し込む操作を行う. もし最後の箱 n が一杯になってし

まったら, 一番初めの箱 1を残りの液体で埋める. 以上のようにしてすべての液体を他の箱に移すこ

とができる.

以上の操作で得られる確率流 v(i→ j)を式で表すと,

v(i→ j) = max (0,min (∆ij , wi + wj −∆ij , wi, wj)) (13.8)

となる. ただし,

∆ij ≡ Si − Sj−1 + w1

Si ≡
i∑

k=1

wk

S0 ≡ Sn

と定義した. 式 (13.8)を使うことで, 遷移確率 P (i→ j) = v(i→ j)/wi を得ることができる. ここで, 諏訪・

藤堂の方法での遷移確率を議論する. 状態 iから状態 i, つまりリジェクトされるような確率流は

v(i→ i) =

{
max(0, 2w1 − Sn), i = 1

0, i ≥ 2
(13.9)

と計算される. この式は, w1 ≤ Sn/2のとき, リジェクト率は 0であることを意味している. したがって, 諏訪・

藤堂の方法はリジェクト率を最小化するため, 効率的にシミュレーションを行うことができる. ここで, 系の状

態の数が 2つ (n = 2)のとき, 諏訪・藤堂の方法はメトロポリスの方法と等価な方法になることに注意する.
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13.2 マルチカノニカル法

カノニカルアンサンブルシミュレーションでは, ボツルマン因子 exp[−β0U ]に基づいたサンプリングを実現

する. ポテンシャルエネルギー U の確率分布は,

PNV T (U) = n(U) exp[−β0U ] (13.10)

である. ここで, β0 = 1/kBT0, kB はボルツマン定数, T0 はシミュレーションの温度, n(U)は状態密度である.

状態密度は本来, 体積 V と粒子数 N にも依存するが, カノニカルシミュレーションでは体積・粒子数ともに一

定であるので, 省略することができる. 状態密度は U の増加に伴って急激に増加する関数であり, 一方でボル

ツマン因子 exp[−β0U ]は減少する関数のため, 確率分布はベル型の分布をしている. このため, 特に低温にお

けるシミュレーションでは限られたポテンシャルエネルギー空間からしかサンプルすることができない.

この問題を解決するためにマルチカノニカル法 [1, 2, 3, 4]が提案されている. マルチカノニカル法では, ポ

テンシャルに関して平坦な確率分布 (一様分布)に基づいたシミュレーションを実行する. 平坦なポテンシャル

分布 PMUCA(U)は, 状態密度 n(U)と非ボルツマン重み因子WMUCA(U)の積でかかれる.

PMUCA(U) = n(U)WMUCA(U)

= n(U) exp[−β0UMUCA(U ; T0)] = constant,
(13.11)

ここで, T0 は参照温度であり, β0 はその逆温度, UMUCA はマルチカノニカルポテンシャルエネルギーである.

マルチカノニカルポテンシャルエネルギーは, 元々のポテンシャルエネルギーからのずれ δU(U)を用いて

UMUCA(U ;T0) = U + δU(U) (13.12)

と書くこともできる. また, 式 (13.11)より, 重み因子WMUCA(U)は状態密度 n(U)に逆比例することがわか

る. この非ボルツマン因子に基づく統計アンサンブルでは, ポテンシャルエネルギー空間上のランダムウォー

クが実現するため, エネルギー極少状態に留まりにくくなる. そのため, 効率的に構造をサンプルすることが可

能である.

13.2.1 マルチカノニカルMC法

マルチカノニカルMCシミュレーションを実行するには, メトロポリス法の重み因子としてWMUCA(U)を

用いる. ポテンシャルエネルギー U を持つ状態 xから, ポテンシャルエネルギー U ′ を持つ状態 x′ への遷移確

率は,

P (x→ x′) =
1

WMUCA(U)
min [WMUCA(U), WMUCA(U

′)] (13.13)

= min

[
1,
WMUCA(U

′)

WMUCA(U)

]
(13.14)

= min [1, exp {−β0(UMUCA(U
′;T0)− UMUCA(U ;T0)}] (13.15)

= min [1, exp {−β0∆UMUCA}] (13.16)

と計算される.

13.2.2 マルチカノニカルMD法

マルチカノニカル分子動力学シミュレーションを実行するには, ハミルトニアンのポテンシャルエネルギー

としてマルチカノニカルポテンシャルエネルギーを使用する. 例えば, 能勢の熱浴を使用する場合, ハミルトニ
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アンは

HNose−MUCA =

N∑
i=1

p′2
i

2mis2
+ U(r) +

p′2s
2Q

+ gkBTeq ln s+ δU(U(r)) (13.17)

となる. このハミルトニアンから正準方程式により運動方程式を導く. 実時間 tでの時間発展方程式は,

dri
dt

=
pi
mi

(13.18)

dpi
dt

=

(
1 +

∂δU

∂U

)
Fi −

ṡ

s
pi (13.19)

ds

dt
= s

ps
Q

(13.20)

dps
dt

=

N∑
i=1

pi
2

mi
− gkBTeq (13.21)

である. この運動方程式 (13.18)–(13.21) にしたがって時間発展させることで, マルチカノニカルMDシミュ

レーションを行うことができる.

13.2.3 再重法: 単ヒストグラム再重法

任意の物理量 Aの温度 T における平均値 ⟨A⟩T を考える. ここで, 物理量 Aは運動量に依存しないとする.

厳密な状態密度 (あるいはマルチカノニカル重み因子)がわかっている場合, 温度 T における物理量 A(U)の

期待値は

⟨A⟩T =

∫
dU A(U)n(U)e−βU∫
dU n(U)e−βU

(13.22)

あるいは状態が離散化されている場合は,

⟨A⟩T =

∑
U A(U)n(U)e−βU∑

U n(U)e−βU
(13.23)

と計算される.

しかし, 一般的には系の厳密な状態密度は事前に分からない. マルチカノニカルシミュレーションでは, 短い

シミュレーションを繰り返し実行することでマルチカノニカル重み因子WMUCA を前もって決定しておき, そ

の重み因子に基づいてシミュレーションを行う. 長いマルチカノニカルシミュレーションを実行した後, 単ヒ

ストグラム再重法 [5]によって状態密度 n(U)の最適解を得ることができる:

n(U) =
HMUCA(U)

WMUCA(U)
= HMUCA(U) exp [β0UMUCA(U)] (13.24)

ここで, HMUCA(U)はマルチカノニカルシミュレーションから得られたポテンシャルエネルギー U に関する

ヒストグラムである.

13.3 焼き戻し法

焼き戻し法では温度を動的変数として扱い, 温度に関する一様分布を実現させる. したがってシミュレーショ

ン中に座標と運動量だけでなく, 温度が変更されていく.

焼き戻し法では, 重み関数
WST(U ; T ) ≡ exp{−βU + f(T )} (13.25)
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に比例した確率で各状態を発生させる. ここで, f(T )は温度の一様分布が得られるように導入された関数であ

る. つまり, 以下の式が成り立つように決定される:

PST(T ) =

∫
dU n(U)WST(U ; T )

=

∫
dU n(U) exp{−βU + f(T )} = constant.

(13.26)

したがって, f(T )は形式的に

f(T ) ∝ − ln

[∫
dUn(U)e−βU

]
(13.27)

と求められる. f(T )は無次元化されたヘルムホルツのの自由エネルギーに対応する.

実際のシミュレーションでは温度を離散化する. ここではM 個の温度を使用すると考える. それぞれの温度

を T1 < T2 < . . . < TM の順になっているとしても一般性は変わらない. ある温度に対する無次元化されたヘ

ルムホルツの自由エネルギー fm ≡ f(Tm)を用いると, 焼き戻し法の重み因子は,

WST(U ; Tm) ≡ exp{−βU + fm} (13.28)

である. したがって無次元化されたヘルムホルツの自由エネルギーは

f(Tm) ∝ − ln

[∫
dUn(U)e−βmU

]
(13.29)

とかける. 焼戻しシミュレーションは以下の手順で実行される.

1. ある温度 Tm を持つ重み因子 e−β0U に基づいて, モンテカルロあるいは分子動力学シミュレーションを

実行する.

2. 状態を固定したまま, 温度 Tm をあらたな値 (Tn に更新する. 通常, 温度交換の受諾率を高めるために,

隣の温度 n = m± 1に更新することを試す. パラメータの遷移確率は多くの場合メトロポリスの方法を

用いて計算される. サンプリング効率を向上させるために熱浴法, 諏訪・藤堂の方法を用いる方法も提

案されている.

13.4 レプリカ交換法

続いて, カノニカルアンサンブルにおけるレプリカ交換法 [6]を説明する. ここでは N 個の粒子を持つ系を

考える. レプリカ交換法では, 互いに相互作用をしない, 系のコピー (レプリカ)をM 個用意する. 各レプリカ

は, それぞれ異なる温度 Tm (m = 1, 2, . . . ,M) でのカノニカルアンサンブルを実現している. レプリカ交換法

では, 温度とレプリカは 1対 1に対応している. したがって, レプリカラベル i (i = 1, . . . ,M) と温度ラベル

m (m = 1, 2 . . . ,M)は置換関係にある. {
i = i(m) ≡ f(m)

m = m(i) ≡ f−1(i)
(13.30)

ここで, f(m) は温度ラベルからレプリカラベルへの置換関数, f−1(i)はレプリカラベルから温度ラベルへの置

換関数である. レプリカ交換法における状態 Xα を以下のように, 温度ラベルとレプリカラベルの組み合わせ
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で表す.

Xα =
[
x
[i(1)]
1 , x

[i(2)]
2 , . . . , x

[i(M)]
M

]
(13.31)

=
[
x
[1]
m(1), x

[2]
m(2), . . . , x

(M)
m(M)

]
(13.32)

したがって, 状態 Xα はM 個のレプリカによって指定される. ここで, 各レプリカの状態は座標と運動量の組

み合わせ
x[i]m ≡ (q[i], p[i])m (13.33)

で指定される. 状態 x
[i]
m のハミルトニアンHは系の運動エネルギーK とポテンシャルエネルギー U を用いて

H(x[i]m) = K(p[i]m) + U(q[i]m) (13.34)

とかける. 温度 Tm におけるカノニカルアンサンブルでは, 各状態 x
[i]
m の重みはボルツマン因子

wB = exp[−βmH(x[i]m)] (13.35)

で計算することができる. ここで, kB はボルツマン定数, βm = 1/kBTm は逆温度である. 各レプリカは相互

作用をしないので, 状態 Xα の重み因子は, 各レプリカ iのボルツマン因子の積

wR(Xα) =

M∏
i=1

exp[−βm(i)H(x
[i]
m(i))] (13.36)

=

M∏
m=1

exp[−βmH(x[i(m)]
m )] (13.37)

で与えられる.

レプリカ交換法では, シミュレーションの途中に温度 Tm を持つレプリカ i = f(m)と温度 Tn を持つレプリ

カ j = f(n)の温度を交換することを考える. つまり, 状態を以下のように変化させる.

Xα = [. . . , x[i]m, . . . , x
[j]
n , . . . ]→ Xβ = [. . . , x[j

′]
m , . . . , x[i

′]
n , . . . ] (13.38)

いま, 新しい置換関数 f ′

j′ ≡ f ′(m) = j (13.39)

i′ ≡ f ′(n) = i (13.40)

を導入した. 2つのレプリカ間の温度交換の確率流はメトロポリスの方法を用いて計算される. 式 (13.4)より

v(Xα → Xβ) = Cmin(wR(Xα), wR(Xβ)) (13.41)

となる. また, 遷移確率は

P (Xα → Xβ) = Cmin

(
1,
wR(Xβ)

wR(Xα)

)
(13.42)

と計算される. ここで, C = 1/MC2 である. 各レプリカにおける各状態の更新がモンテカルロ法に基づく場

合は, 座標 q(ポテンシャルエネルギー U(q)) のみを考慮すればよいが, 分子動力学法に基づいて各状態を更

新する場合は運動量 p も考慮する必要がある. レプリカ交換分子動力学法では, 温度を交換するときに, 条件

⟨K(p
[i]
m)⟩Tm

= 3
2NkBTm を満たすように運動量を次のようにスケールする.

p[i
′]
n =

√
Tn
Tm

p[i]m, p
[j′]
m =

√
Tm
Tn

p[j]n (13.43)
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したがって, 遷移確率を計算する際に運動量エネルギー K は打ち消されるため, 重み因子は式 (13.37)の代わ

りに

wR(Xα) =

M∏
m=1

exp[−βmU(q[i(m)]
m )] (13.44)

を用いればよい. 遷移確率は具体的に次のように計算される.

P (Xα → Xβ) = Cmin(1, exp(−∆)) (13.45)

ここで, ∆は
∆ = (βm − βn)(U(q[j])− U(q[i])) (13.46)

で与えられる.

レプリカ交換シミュレーションは, 次の 2つのステップを交互に繰り返すことで実行される. その様子を模

式的に示したのが図??である.

Step 1: 各レプリカ独立に, 温度 Tm におけるカノニカルアンサンブルに従うモンテカルロあるいは 分子動力

学シミュレーションを実行する.

Step 2: 適当なステップごとに, 隣接した温度 Tm と Tm+1 に対応するレプリカ対 i, j 間で温度交換を試みる.

式 (13.45)を用いて遷移確率を計算し, 遷移確率にしたがってレプリカ間で温度を交換する.

レプリカ交換法における温度の設定は, どの隣合う温度対に対しても, アクセプト率が一定になるように分布

させる. 経験的に以下のように指数関数的に決定するとうまくいくことが多い. すなわち, m番目の温度を

Tm = T1

(
TM
T1

)m−1
M−1

(13.47)

で与える. ここで, T1 は最も低い温度, TM は最も高い温度である.

13.5 レプリカ置換法

続いてレプリカ置換法 [7]について説明していく. レプリカ置換法では, M 個すべてのレプリカ間で温度の

値を置換することを考える. つまり,

Xα =
[
x
[i(1)]
1 , . . . , x

[i(M)]
M

]
→ Xβ =

[
x
[j(1)]
1 , . . . , x

[j(M)]
M

]
(13.48)

あるいは
Xα =

[
x
[1]
m(1), . . . , x

(M)
m(M)

]
→ Xβ =

[
x
[1]
n(1), . . . , x

(M)
n(M)

]
(13.49)

と状態を遷移させる. ここで, i, j は温度ラベルからレプリカラベルへの置換関数, m, nはレプリカラベルから

温度ラベルへの置換関数である. レプリカ交換法では 2つのレプリカ間で温度を交換するだけであったが, レ

プリカ置換法では 2つ以上のレプリカ間で温度を置換させる. 温度とレプリカの組み合わせは, M !個だけある

ので, 状態を表す αや β は 1からM !の値をとる. 例として, 3つのレプリカを置換する場合の状態の候補を

表 13.1に示す.

レプリカ置換分子動力学法において温度置換が実行される時, 各レプリカの運動量を

p
[i]
n(i) =

√
Tn(i)

Tm(i)
p
[i]
m(i) (13.50)

とスケールする必要がある. したがってレプリカ置換法において各状態 Xα の重み因子は, 式 (13.44)を用い
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表 13.1: レプリカが 3つの場合のレプリカ置換状態ラベルの割り当ての例

状態ラベル α レプリカ 1 レプリカ 2 レプリカ 3

1 T1 T2 T3

2 T1 T3 T2

3 T2 T1 T3

4 T2 T3 T1

5 T3 T1 T2

6 T3 T2 T1

て計算することができる. レプリカ置換法では遷移確率を計算する際に, メトロポリスの方法を用いると遷

移確率 P (Xα → Xβ) は非常に小さい値をとってしまう [7]. つまり, リジェクト率が非常に高くなってしま

う. そこで, レプリカ置換法では, メトロポリスの方法に変わって諏訪・藤堂の方法を用いて遷移確率を計算

する. 諏訪・藤堂の方法はリジェクト率を最小化するためレプリカ置換に適したアルゴリズムである. 確率流

v(Xα → Xβ) は, 式 (13.8)中の重み因子 wi を wR(Xα)に置き換えることで計算される. つまり,

v(Xα → Xβ) = max(0,min(∆αβ , wR(Xα) + wR(Xβ)−∆αβ , wR(Xα), wR(Xβ))) (13.51)

で与えられる. ただし,

∆αβ ≡ Sα − Sβ−1 + wR(X1) (13.52)

Sα ≡
α∑
β=1

wR(Xβ) (13.53)

S0 ≡ SM ! (13.54)

である. より一般的に, wR(Xγ) が最大の重みを持つとすると, 式 (13.52), (13.53)は

∆αβ ≡ Sα − Sβ−1 + wR(Xγ) (13.55)

Sα ≡



α∑
β=γ

wR(Xβ) for α ≥ γ

M !∑
β=γ

wR(Xβ) +

α∑
β=1

wR(Xβ) for α < γ

(13.56)

のように修正される.

レプリカ置換シミュレーションは, 次の手順で実行することができる.

Step 0: 表 13.1のように, 温度とレプリカラベルの組み合わせ全てに対して状態ラベル αを割りあてる.

Step 1: 各レプリカに温度を割り当てて, 各レプリカ独立に温度 Tm におけるカノニカルアンサンブルに従う

モンテカルロあるいは分子動力学シミュレーションを実行する.

Step 2: 適当なステップごとに, 諏訪・藤堂の方法を用いることで温度置換を試みる. 式 (13.44)と式 (13.51)

を用いることで, β = 1, . . . ,M !に対する遷移確率 P (Xα → Xβ) = v(Xα → Xβ)/w(Xα)を計算す

ることができる. 遷移確率 P (Xα → Xβ) にしたがって, 状態 Xα から Xβ へとレプリカを置換さ

せる.

Step 3: Step 1と Step 2を繰り返す.

レプリカ置換シミュレーションの様子を模式的にしたものを図??に示した. レプリカ置換法では 3つ以上のレ

プリカ間での入れ替わりや, 離れた温度への遷移が発生し, 効率的なシミュレーションを実現する.
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13.5.1 置換関数の構築方法

レプリカ置換法を実行するには, 置換関数を構築する必要がある. ここでは, 置換をどのようにすれば組み立

てることができるかを説明する. まず, M 個の要素を持つ置換 P
(M)
i を次のように定義する. 上付の添字は要

素の数を表す.

P
(M)
i ≡

[
σi(1), σi(2), σi(3), · · · , σi(M)

]
=

(
1, 2, 3, · · · , M

σi(1), σi(2), σi(3), · · · , σi(M)

)
. (13.57)

次に, 全ての置換の集合を次のように表す.

{
P (M)

}
≡



P
(M)
1

P
(M)
2

P
[M ]
3
...

P
(M)
M !


=



[
1, 2, 3, · · · , M

][
2, 1, 3, · · · , M

][
1, 3, 2, · · · , M

]
...[

M, M − 1, M − 2, · · · , 1
]


, (13.58)

ここで, {P (M)}はM !×M の行列である. M 個の要素を持つ置換の集合 {P (M)}は, 一つ要素の少ない置換

の集合 {P [M−1]}に基づいて構築することができる. 最初のステップは, {P (M−1)}にM 列目の要素として,

M を付け加えることである. すなわち,{
P (M)

}
M
≡
{
[P

(M−1)
i , M ]: for i = 1, · · · , (M − 1)!

}

=



[
1, 2, 3, · · · , M − 1, M

][
2, 1, 3, · · · , M − 1, M

][
1, 3, 2, · · · , M − 1, M

]
...[

M − 1, M − 2, M − 3, · · · , 1, M
]


, (13.59)

ここで, {P (M)}i の中括弧に対する下付きの添字 iは, 追加した数字M が i列目にいる置換の集合であること

を示す. ここで, 転置 τj,k を考える. この転置は, 置換 P
(M)
i の j 番目の列と k 番目の列を入れ替える. すな

わち,

τj,k
[
1, · · · , j, · · · , k, · · · , M

]
=
[
1, · · · , k, · · · , j, · · · , M

]
. (13.60)

となる. 次のステップは, {P (M)}M のM 列目について, 要素M が 1番目の列に降りてくるまで, 隣接する列

との転置を順次繰り返していくことである. つまり,{
P (M)

}
M−1

= τM−1,M

{
P (M)

}
M
,{

P (M)
}
M−2

= τM−2,M−1

{
P (M)

}
M−1

,

...{
P (M)

}
2

= τ2,3

{
P (M)

}
3
,{

P (M)
}
1

= τ1,2

{
P (M)

}
2
.
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最終的にM 個の要素を持つ置換を次のように得ることができる.{
P (M)

}
=
{{

P (M)
}
i
: for i =M,M − 1, · · · , 1

}
. (13.61)
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13.5.2 部分置換の構築方法

レプリカ部分置換の構築方法について述べる [8]. M 個の要素を持つ部分置換関数 S
(M)
i を

S
(M)
i ≡

[
σi(1), σi(2), σi(3), · · · , σi(M)

]
=

(
1, 2, 3, · · · , M

σi(1), σi(2), σi(3), · · · , σi(M)

)
, (13.62)

とかく. ここで,

σi(l) =


l − 1, l, or l + 1 when 1 < l < M,

1 or 2 when l = 1,

M − 1 or M when l =M.

(13.63)

のように写像を限定した置換の集合を部分置換と定義する. レプリカ部分置換は, 置換関数の式 (13.57)と似て

いるが, 写像 σi(l)に制限課していることが特徴である. 部分置換の集合を{
S(M)

}
≡
{
S
(M)
i : for i = 1, · · · , N{S(M)}

}
, (13.64)

と定義する. ここで, N{S(M)} は {S(M)}に含まれる全置換数を表し, {S(M)}は N{S(M)} ×M の行列である.

M 個の要素を持つ部分置換 {S(M)}は, {S(M−1)}と {S(M−2)}から構築することができる:

{
S(M)

}
=


[
S
(M−1)
i , M

]
: for i = 1, · · · , N{S(M−1)}[

S
(M−2)
i , M, M − 1

]
: for j = 1, · · · , N{S(M−2)}

 (13.65)

ただし, {
S(1)

}
= [1],{

S(2)
}
=

{ [
1, 2

][
2, 1

] } .
例えばM = 3の場合, 部分置換は次のように構築することができる.{

[S
(M−1)
i , M ]: for i = 1, · · · , N{S(M−1)}

}
=

{ [
1, 2, 3

][
2, 1, 3

] } ,{
[S

(M−2)
j , M, M − 1]: for j = 1, · · · , N{S(M−2)}

}
=
{ [

1, 3, 2
] }

.

同様にして, M = 4の場合の部分置換を以下のようにして組み立てることができる.

{
[S

(M−1)
i , M ]: for i = 1, · · · , N{S(M−1)}

}
=


[
1, 2, 3, 4

][
2, 1, 3, 4

][
1, 3, 2, 4

]
 ,

{
[S

(M−2)
j , M, M − 1]: for j = 1, · · · , N{S(M−2)}

}
=

{ [
1, 2, 4, 3

][
2, 1, 4, 3

] } .
部分置換関数の数 N{S(M)} については, 明らかに次の漸化式を満たす.

N{S(M)} = N{S(M−1)} +N{S(M−2)} (13.66)

ただし, N{S(1)} = 1とN{S(2)} = 2である. この漸化式は解くことができ, 次のようにM 個の成分を持つ部分
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置換の数が求まる.

N{S(M)} =
1√
5


(
1 +
√
5

2

)M+1

−

(
1−
√
5

2

)M+1
 . (13.67)

よく知られているように, これはフィボナッチ数列である. N{S(M)} = 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, · · · . 部分置換の数
N{S(M)} は全置換の数M !に比べて常に小さい. 例えば, 全置換の数は 8個の要素を持つときは 8! = 40, 320,

10 個の要素を持つときは 10! = 3, 628, 800 である. 一方, それと同じくらいの部分置換の数を持つ要素数は

M = 23あるいはM = 32となる (N{S(23)} = 46, 368, N{S(32)} = 3, 524, 578).

ここまでは, 部分置換は要素 l が l − 1 から l + 1 のみに移る置換のみを考えていたが, より一般的な部分

置換を構築することも可能である. 例えば, 隣の値のみの遷移だけでなく, 2 つあるいは 3 つ離れた値への

遷移を含む部分置換の集合を構築することもできる. ここで, 部分置換の範囲を表す ϵ を導入し, 要素 l は,

(1)ϵ+ 1 ≤M ≤M − ϵの時, M − ϵからM + ϵの間の値に遷移, (2)M < ϵ+ 1の時, 1からM + ϵの間の値

に遷移, (3)M > M − ϵの時, M − ϵからM の間の値に遷移, するような部分置換を考える.

範囲 ϵ を持つ部分置換 {S(M)} は {S(M−1)} を基に構築することができる. 最初のステップは, 部

分置換 {S(M−1)} の M 列目に要素 M を追加することである: {S(M)}M ≡ {[S(M−1)
i , M ]: for i =

1, · · · , N{S(M−1)}}. ここで {S(M)}i の下付きの i は, i 列目に M がある部分置換の集合であることを表

している. 次のステップでは, 部分置換 {S(M)}M の M に対して, 隣接する要素との転置を実行する:

τM−1,M{S(M−1)}M . この時, N{S(M)}M
個の置換が生成される. 生成された置換のうち, M 番目の列の要素が

M − ϵより小さいもの以外を部分置換 {S(M)}M−1 と定義する. 同様にして, {S(M)}i (i = M − 1, . . . , 2)に

対してM に関する隣接要素との転置試行 (i.e., τi−1,i{S(M)}i)を繰り返していく. 全ての転置操作の後, M 列

目にM − ϵより小さい要素を持つ置換を削除し, 残りの置換を部分置換 {S(M)}i−1 と定義する. このような隣

接要素との置換試行と部分置換の選択は, 要素M が (M − ϵ)列目に移動するまで繰り返す. このようにして,

範囲 ϵを持つ部分置換の集合{
S(M)

}
=
{
{S(M)}i: for i =M, M − 1, · · · , M − ϵ

}
. (13.68)

を得る. ϵ =M の時の部分置換は, 全置換と同じである.

13.6 定温定圧アンサンブルにおける拡張アンサンブル法

13.6.1 定温定圧アンサンブル

定温定圧アンサンブルでは, 粒子数 N , 圧力 P , 温度 T がパラメータとして指定され, 一定に保たれる. つま

り, 圧力 P の共役な量である体積 V は, 圧力にしたがって変動する. 有限体積 V の箱に入った N の粒子を考

える. この系は, 粒子の座標 q ≡ {q1, · · · ,qN}, 運動量 p ≡ {p1, · · · ,pN}, 系の体積 V により指定される. 系

のポテンシャルエネルギー U(q, V )は q と V の関数として与えられる. 粒子数 N , 圧力 P , 温度 T 一定の系で

ある定温定圧アンサンブルにおいて, 圧力 P がパラメータとして指定され, それに従って系の体積 V が変動す

る. ここでは簡単のため, 系の一辺の長さが V 1/3 の立方体の箱の中にあるとする.

定温定圧アンサンブルでは, 温度 T と圧力 P におけるポテンシャルエネルギー E と体積 V の確率分布

PNPT (E, V ;T, P )は以下のように与えられる:

PNPT (E, V ;T, P ) = n(E, V )WNPT (E, V ;T, P ) (13.69)

ここで, n(E, V )は状態密度, WNPT (E, V ;T, P )は分布関数であり,

WNPT (E, V ;T, P ) = exp{−β(E + PV )} (13.70)
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あるいは

WNPT (q, V, P ) = exp

[
−β

{
N∑
i=1

p2
i

2mi
+ U(q, V ) + PV

}]
(13.71)

と書かれる. 立方体の体積でスケールされた座標 σ = V −1/3qk を導入すると,

exp[−β{U(q, V ) + PV }]dq = exp[−β{U(σ, V ) + PV }]V Ndσ
= exp[−β{U(σ, V ) + PV −NkBT log V }]V Ndσ. (13.72)

となる.

13.6.2 マルチサーマル・マルチバリック法

マルチカノニカル法の拡張としてマルチバーリック・マルチサーマル法が提案されている??. マルチバー

リック・マルチサーマル法ではポテンシャルエネルギーと体積で張られる空間における一様分布を実現させる

ため, ポテンシャルエネルギー空間と体積空間のランダムウォークをする. そのため, 広い範囲の温度・圧力に

おける定温定圧アンサンブルを得ることができる.

ここでは通常の定温定圧アンサンブルの分布関数 W = exp[−β{U(q, V ) + PV }] の代わりに, マ

ルチバーリック・マルチサーマルエンタルピー HMBT を導入し, 重み関数 WMBT{U(q, V ), V } ≡
exp[−β0HMBT{U(q, V ), V }] を使用する. ここで β0 = 1/(kBT0)は参照温度である. HMBT はポテンシャル

エネルギーと体積についての確率分布が一様になるように与えられる:

PMBT(E, V ) = n(E, V )WMBT(E, V ) (13.73)

= n(E, V ) exp[−β0HMBT{U(q, V ), V }] (13.74)

= const (13.75)

また上の式より, 定数を除き形式的に

HMBT = kBT0 lnn(U, V ) (13.76)

が得られる. つまり, 状態密度を得ることができればマルチバーリック・マルチサーマルエンタルピーは決定

される.

モンテカルロ・シミュレーション

モンテカルロ シミュレーションは, エンタルピー H をマルチバーリック・マルチサーマルエンタルピー
HMBT に置き換えることで実行される.

MDシミュレーション

一方, MD シミュレーションを行う際には運動方程式の H を HMBT に置き換えて数値積分を実行すれば

よい.

重み因子の決定

重み因子は, 短いシミュレーションを繰り返し行う逐次計算法や, ワン・ランダウの方法を用いることが多

い. 十分分布を広げることができたら, 重み因子を固定して, 長いマルチカノニカルシミュレーションを行う.
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13.6.3 定温定圧アンサンブルにおける焼戻し法

定温定圧アンサンブルにおける焼戻し法では, 温度と圧力自体を動的変数として扱い, 温度と圧力空間におけ

る一様分布を実現させる. したがって, シミュレーション中に座標と運動量だけでなく, 温度と圧力が変更され

ていく.

焼戻し法では, 重み関数

WST(U, V ;T, P ) ≡ exp{−β(U + PV ) + g(T, P )} (13.77)

に比例した確率で各状態を発生させる. ここで, g(T, P )は温度と圧力の一様分布が得られるように導入された

関数である. つまり, 以下の式が成り立つように決定される:

PST =

∫ ∞

0

dV

∫
V

dq WPTST{E(q, V ), V ;T, P} = const (13.78)

したがって, g(T, P )は形式的に

g(T, P ) = − ln

[∫ ∞

0

∫
V

dq exp[−β{U(q, V ) + PV }]
]

(13.79)

と求められる. これは, 定数を除いた無次元化された Gibbsの自由エネルギーである.

実際のシミュレーションでは, 温度と圧力を離散化する. 温度をM0 個, 圧力をM1 個使用すると考える. 温

度は T1 < · · · < TM0
, 圧力は P1 < · · · < PM0

の順になっていると仮定しても一般性は変わらない. ある温

度・圧力 (Tm0
, Pm1

)における無次元化された Gibbsの自由エネルギー gm = g(Tm0
, Pm1

)を用いると重み関

数は

WST(U, V, Tm0 , Pm1) = exp{−βm0(U + Pm1V ) + gm} (13.80)

とかけるので, 形式的に

g(Tm0
, Pm1

) = − ln

[∫ ∞

0

∫
V

dq exp[−βm0
{U(q, V ) + Pm1

V }]
]

(13.81)

定温低圧焼戻しシミュレーションは以下の手順で実行される.

1. ある温度・圧力 (Tm0
, Pm1

)を持つ重み因子 e−β0(U+Pm1V ) に基づいてモンテカルロあるいは分子動力

学シミュレーションを実行する.

2. 状態を固定したまま, 温度・圧力 (Tm0
, Pm1

)をあらたな値 (Tn0
, Pn1

)に更新する. パラメータの遷移確

率は多くの場合メトロポリスの方法を用いて計算される. サンプリング効率を向上させるために熱浴法,

諏訪・藤堂の方法を用いる方法も提案されている.
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第 14章

分子モデリング

14.1 濃度換算

分子モデリングをする際には, 実験で使用されたイオン濃度をシミュレーションでも再現することが多い.

その際に, 何個のイオン原子を含めるかを計算する必要がある. この章では, 濃度換算についてまとめる.

14.1.1 モル濃度

モル濃度の定義は以下の通りである.

� 単位体積の溶液中の溶質の物質量

� SI単位系で mol/m3

モル濃度をモーラー (M = mol/L)へ単位変換は以下の通りである.

mol/m3 =10−3 mol/dm3 (14.1)

=10−3 mol/L (14.2)

=10−3 M (14.3)

=1 mM (14.4)

例 1: 2.00 mol/Lの NaCl水溶液を 100 mL調整する

NaClのモル濃度は 58.4 g/molである. 必要な NaClは

2.00 (mol/L)× 58.4 (g/mol) = 116.8 (g/L) (14.5)

116.8 (g/L) = 0.1168 (g/10−3L) = 0.1168 (g/mL) (14.6)

0.1168 (g/mL)× 100 (mL) = 11.7(g) (14.7)

故に 11.7 gの NaClを 100mLになるまで水を足せば, 2.00 mol/Lの NaCl水溶液が完成する.

例 2: NaCl水溶液における NaClの質量分率, 体積, モル濃度の計算

100 mLの水に 11.6 gの NaClが溶解している. 溶液の密度は 1.07 g/mL, 水の密度を 1.00 g/mLとする.

この時, NaClの質量分率は
11.6 (g)

11.6 (g) + 100 (g)
× 100% = 10.5% (14.8)



第 14章 分子モデリング 223

一方で水 (H2O)の質量分率は
100 (g)

11.6 (g) + 100 (g)
× 100% = 89.6% (14.9)

である. 溶液の密度から溶液の体積は,

11.6 (g) + 100 (g)

1.07 (g/mL)
= 104 (mL) (14.10)

NaClのモル濃度は

11.6 (g)× 1

58.4 (g/mol)
× 1

104 (mL)
× 1000 = 1.91 M (14.11)

例 3: 水溶液に含まれているイオンの数を換算する

一辺 100 Åの箱に NaClが 150 mM = 150 mol/m3 入っているとする. この時に, NaClがいくつ含まれて

いるかを数える. まず体積を SI単位系で表す.

100 Å = 100× 10−10 m = 10−8 m (14.12)

だから,
(100 Å)3 = (10−8 m)3 = 10−24 m3 (14.13)

150 mol/m3 の濃度の時, 1立方メートルあたりに含まれる NaClのイオンの数は,

150 (mol/m3) = 150× 6.0× 1023 (m−3) (14.14)

= 900× 1023 (m−3) (14.15)

= 9× 1025 (m−3) (14.16)

したがって, 一辺が 100 Åの箱に含まれる NaClの数は,

9× 1025 (m−3)× 10−24 (m3) = 90 (14.17)

と計算される. つまり, 90個の NaClが含まれている.

例 4: 体積が V (Å3)の箱にモル濃度 x mMの NaClを入れる

単位を mMから mol/m3 に変換すると,

x (mM) = x (mol/m
3
) (14.18)

体積の単位を SI単位系に直すと,

V (Å
3
) = V × 10−30 (m3) (14.19)

したがって,

x (mM) = x (mol/m
3
) (14.20)

= x× 6.022× 1023 (mol−1)(mol/m
3
) (14.21)

= x× 6.022× 1023 (m−3) (14.22)

= 6.022x× 1023 (m−3) (14.23)

よって, 体積が V (Å3)の箱に含まれるイオンの数は,

6.022x× 1023 × V × 10−30 = 6.022xV × 10−7(個) (14.24)
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と計算される.
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14.2 水の初期配置について

常温常圧における水の密度に合わせて水を配置するには, どのような間隔で並べればいいかを考える. 水の

質量, 常温常圧での密度は

� 水の質量 = 18 (g/mol)

� 水の密度 = 998.233 (kg/m
3
) ≃ 1.0 (g/cm

3
)

� アボガドロ定数 = 6.02214086× 1023 (mol−1)

である. 1 cm = 1.0× 108 Åであるので,

1.0 (g/cm
3
) =

6.02214086× 1023

18
(cm−3) (14.25)

=
6.02214086× 1023

18
× 1

1024
(Å

−3
) (14.26)

= 0.334× 1

10
(Å

−3
) (14.27)

= 0.0334 (Å
−3

) (14.28)

すなわち, 1 Å3 に 0.0334個の水分子が存在するような密度であるので, 1 Åに 0.3220個の間隔で水分子を置

けばよいという計算となる. よって, 3.104 Åに 1個の水を置けば良い.

14.3 一般化螺旋集合 (GSS: Generalized Spiral Set)

ミセルの初期構造を配置するなど, 任意の点数を球面上にできるだけ等間隔にプロットするためのアルゴリ

ズムを考える. これを実現する一つの方法として, 螺旋を球面状に射影することが挙げられる. このような点の

集合を一般化螺旋集合という.

14.3.1 アルゴリズム

区間 [−1, 1]を (N − 1)等分した離散パラメータ hは自然数 0 ≤ k ≤ N − 1を用いれば,

hk = −1 + 2
k

N − 1
(14.29)

と書くことができる. 一般化螺旋集合は以下のような漸化式で表される偏角を持つような点の集合である.

θk = arccos(hk) (14.30)

ϕ0 = 0 (14.31)

ϕk+1 = ϕk +
3.6√
N

1√
1− hk2

(14.32)

hk = ±1, つまり k = 0, N − 1のとき ϕk+1 が発散してしまうのに注意.
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14.4 RESPAC: 粗視化粒子に小数電荷を割り当てるアルゴリズム

粗視化モデルを使用した場合, 分子の持つ電荷は粗視化粒子の座標点に置かれることがあるが、このような

電荷の置き方はしばしば適切ではない. 例えば, アミノ酸 1残基を 1粒子に粗視化して粒子の代表点を Cα 原

子上に定めた場合, ±1 or 0の電荷を Cα 原子上に置くことになる. しかし、荷電アミノ酸は側鎖の先端に電荷

を持っているため, Cα 原子上に電荷を置くような取り扱いは実際の分子描像と解離がある. このような問題点

を解決するためのアルゴリズムとして RESPAC [1] が提案されている. RESPAC では全原子レベルの部分

電荷によって計算された静電ポテンシャルを再現するように粗視化粒子の部分電荷を決定する. 量子化学計算

で得られた静電ポテンシャルを再現するように全原子の部分電荷を決定するアルゴリズム RESP [2, 3]に由来

して, RESPACと名前がつけられている.

14.4.1 RESPACの流れ

RESPACの一連の流れは次の通りである:

1. 全原子モデル構造の各原子に対して部分電荷を割り振る (PDB2PQR)

2. 全原子の部分電荷に基づいて静電ポテンシャルを計算する (APBS)

3. 粗視化構造について, 蛋白質表面のアミノ酸残基を特定する (surface)

4. 蛋白質表面のアミノ酸残基について, 全原子モデルから得られた静電ポテンシャルを再現するように, 最

適な粗視化粒子の部分電荷を決定する (pdc)

14.4.2 RESPACの理論

全原子モデルの部分電荷が作り出す静電ポテンシャルを計算する

連続誘電体モデルにおいて、全原子モデルの部分電荷が作り出す静電ポテンシャル ϕref は Poisson ‒

Boltzmann方程式

∇ · [ϵ(r)∇ · ϕref(r)]− ϵ(r)κ sinh[ϕref(r)] +
4πρ(r)

kBT
= 0 (14.33)

を解くことで得られる. ここで, r は分子の周りのグリッド点の位置ベクトル、ϵ(r)は位置に依存した誘電率、

κはデバイ長の逆数、ρ(r)は原子電荷密度, kB はボルツマン定数, T は温度である.

粗視化粒子が作り出す静電ポテンシャル

Debye–Hückel近似を適用している場合, 粗視化粒子による静電ポテンシャルは

ϕ(r) =

N∑
i=1

qi
exp(−κ|r − ri|)

ϵ|r − ri|
(14.34)

と計算できる. ここで ri は粗視化粒子の位置ベクトル, ϵは溶媒の誘電率である.

粗視化粒子の部分電荷の決定

粗視化粒子の部分電荷は次の評価関数が最小となるように決定する:

L(ϕPB
ref , q) =

∫
Ω

dr

[
ϕPB
ref −

N∑
i=1

qi
exp(−κ|r − ri|)

ϵ|r − ri|

]2
+ δ

N∑
i=1

(qi − q′i)2 + λ(qtot −
N∑
i=1

qi)
2 (14.35)
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ここで, Ω は分子に近接する空間を表す. また ϕPB
ref は全原子モデルから計算されて参照静電ポテンシャル, q

は粗視化粒子の電荷の集合を表す. q′i はターゲット電荷, qtot は分子の総電荷量である. δ, λはラグランジュの

未定乗数である.

評価関数の第 1項目は全原子から求めた参照静電ポテンシャルが粗視化粒子が形成する静電ポテンシャルと

一致することを要請する束縛条件である. 第 2項目は各粗視化粒子の部分電荷に対する束縛条件である. この

条件は RESP論文において部分電荷のオーバーフィッティングを避けるために導入された束縛条件である. 特

に理由がなければ RESP論文で述べられているように q′i = 0と設定することが多い. 第 3項目は分子の総電

荷量を固定するための束縛条件である.

続いて評価関数が極値を取る条件から粗視化粒子の部分電荷を計算する方法を見ていく. 実際の計算では離

散化していた方が便利なので, 評価関数 (14.35)の積分を和で置き換える:

L(ϕPB
ref , q) =

M∑
i=1

ϕPB
i −

N∑
j=1

qj
exp(−κ|r − rj |)

ϵ|r − rj |

2

+ δ

N∑
j=1

(qj − q′j)2 + λ(qtot −
N∑
j=1

qj)
2 (14.36)

ここで iはグリッド点, j は粗視化粒子のインデックスを表していることに注意すること. 評価関数が極値を取

る条件
∂L
∂qk

= 0 (14.37)

より

M∑
i=1

2

ϕPB
i −

N∑
j=1

qj
exp(−κrij)

ϵrij

 exp(−κrik)
ϵrik

+ 2δ

N∑
j=1

(qj − q′j) + 2λ(qtot −
N∑
j=1

qj) = 0 (14.38)

を得る. これを整理すると,

M∑
i=1

N∑
j=1

{
exp[−κ(rij + rik)]

ϵ2rijrik
− λ

}
qj − δqk =

M∑
i=1

exp(−κrik)
ϵrik

ϕPB
i − δq′k − λqtot (14.39)

となる. 全ての粒子の電荷 qk, k = 1, . . . , N について同様の方程式を得ることができるので, 行列形式で書き

直すと

Ajk =

M∑
i=1

exp[−κ(rij + rik)]

ϵrijrik
+ λ′ (j ̸= k) (14.40)

Akk =

M∑
i=1

exp[−2κrik]
ϵr2ik

+ δ′ + λ′ (j = k) (14.41)

Bj =

M∑
i=1

exp[−κrik]
ϵrik

ϕPB
i + δ′q′k + λ′qtot (14.42)

を導入すると
Aq = B (14.43)

の連立方程式が得られ,
q = A−1B (14.44)

のように連立方程式を解くことで最適な部分電荷の値を得ることができる. なお, 途中で数式の便利のために

λ′ = −λ, δ′ = −δ のように置き直した.
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蛋白質表面のアミノ酸残基の特定

RESPAC の論文では 1つのビーズが 1つのアミノ酸に対応する粗視化表現を使用しており, 表面のアミノ

酸を表す粒子に対してゼロではない電荷を割り振るように提案している. これは、RESP法において蛋白質内

部に埋もれた電荷がうまく決定されない傾向があり, タンパク質構造の予期せぬ不安定化を引き起こす可能性

があることが知られているためである. したがって, 評価関数 (14.35)では表面に露出しているアミノ酸のみを

考慮する. 蛋白質表面に露出しているアミノ酸は以下のようにして決定することができる:

1. 1 Åで区切られた 3次元格子をターゲット蛋白質周辺に設定する.

2. 全てのグリッド点について各原子との距離を計算して、それが原子 +プローブ球より離れている点につ

いては 1, 小さい場合は 0のフラグを立てる. つまり, 蛋白質 +プローブ球の内部にあるグリッド点を

0, その他の蛋白質外部にあるグリッド点を 1に設定する.

3. 1のフラグを立てたグリッドについて, グリッド座標と原子の距離を全原子について計算して, 最も距離

の近い原子を持つアミノ酸残基を表面アミノ酸残基として定義する.

スケーリング係数 δ と λの決定方法

評価関数 (14.35)を最小化するためには, 適切なスケーリング係数 δ, λを選択する必要がある. 分子の総電

荷に対する束縛条件のスケーリング係数である λは, 得られる有効電荷にあまり影響しないため, 十分大きい

値を設定しておけばいい. 例えば RESPAC論文では λ = 105 と設定している.

一方で, 各粒子に対する参照電荷の束縛条件のスケーリング係数 δ の値は RESPACで得られる有効電荷に

大きく影響を与える. 最適な δ の値を得るためのプロトコルとして次のようなものが提案されている: (i) 全原

子モデルに基づいた短いMDシミュレーションを実行して, 10個の構造をサンプリングする. (ii) 各構造に対

して、評価関数 (14.35)を最小化するようにして粗視化電荷を決定する. (iii) 得られた粗視化電荷 q に対して,

規格化された誤差 ∆(q(δ))

∆(q(δ)) =

∫
Ω
dr
[
ϕPB
ref −

∑N
i qi

exp(−κ|r−ri|)
ϵ|r−ri|

]2∫
Ω
dr[ϕPB

ref ]
2

(14.45)

を計算する. (iv) サンプリングした 10個の構造に対して誤差の平均 ⟨∆(q(δ))⟩を計算し, 誤差の平均が最小と

なるような δ を採用する.
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第 15章

再重法 (Reweighting Teqhnique)

15.1 単ヒストグラム再重法 (Single-Histogram Reweighting Techniques)

単ヒストグラム最重法 [1, 2] を用いることで, あるパラメーターにおけるシミュレーショントラジェクト

リーから, 他のパラメータにおける平均値を求めることができる. 例えば, 温度 T のシミュレーションから温

度 T ′ における平均値を算出したり, マルチカノニカルシミュレーションの結果からある温度 T における物理

量の平均値を求めることが可能となる.

15.1.1 一般的な定式化

ある重みW (λ)に基づく物理系を考える. パラメータ λは例えばポテンシャルエネルギーなどであり, カノ

ニカルアンサンブルの場合, W (λ)はボルツマン因子WB(U) = e−U/kBT = e−βU となる. パラメータ λに関

する系の状態密度 n(λ)が分かっている場合, λに関する確率分布と任意の物理量 A(λ)の期待値は,

P (λ) =
n(λ)W (λ)∫
dλ n(λ)W (λ)

=
1

Z
n(λ)W (λ) (15.1)

⟨A⟩ =
∫
dλ A(λ)n(λ)W (λ)∫
dλ n(λ)W (λ)

=
1

Z

∫
dλ A(λ)n(λ)W (λ) (15.2)

と計算される. ここで, Z は分配関数である. 系の状態密度が分かっていれば, 確率分布や物理量の期待値を得

ることができる. しかし, 一般には系の状態密度は厳密には分かっていないため, 確率分布や物理量の期待値を

計算するには分子シミュレーションを実行して状態密度を推定する必要がある.

分子シミュレーションを実行して, h 個のサンプルを得たとする. λ に関する確率分布は, 分子シミュレー

ションによって得られるパラメータ λのヒストグラム H(λ)を用いて,

P (λ) = H(λ)/h (15.3)

と推定することができる. したがって, 式 (15.1)より, 状態密度は

n(λ) = Z
P (λ)

W (λ)
= Z

H(λ)

hW (λ)
(15.4)
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と推定できる. また, 物理量 Aの期待値は, 式 (15.2)より

⟨A⟩ = 1

Z

∫
dλA(λ)n(λ)W (λ) (15.5)

=
1

Z

∫
dλA(λ)Z

P (λ)

W (λ)
W (λ) (15.6)

=

∫
dλA(λ)H(λ)/h (15.7)

と計算できる.

続いて, 重み W (λ) に基づいた分子シミュレーションのトラジェクトリーを用いて, 重み W ′(λ) に基づい

た統計アンサンブルの確率分布と物理量の期待値を推定することを考える. この時, 確率分布と物理量の平均

値は,

P (λ) =
n(λ)W ′(λ)∫
dλ n(λ)W ′(λ)

=
1

Z
n(λ)W ′(λ) (15.8)

⟨A⟩ =
∫
dλ A(λ)n(λ)W ′(λ)∫
dλ n(λ)W ′(λ)

=
1

Z

∫
dλ A(λ)n(λ)W ′(λ) (15.9)

と表される. 重み W (λ) に基づいた分子シミュレーションで得られた状態密度 (15.4) を代入すると, 確率分

布は,

P (λ) =
n(λ)W ′(λ)∫
dλ n(λ)W ′(λ)

=
Z P (λ)
W (λ)W

′(λ)∫
dλ Z P (λ)

W (λ)W
′(λ)

(15.10)

=
{H(λ)/W (λ)}W ′(λ)∫
dλ {H(λ)/W (λ)}W ′(λ)

(15.11)

と推定することができる. 同様にして, 物理量の期待値は

⟨A⟩ =
∫
dλ A(λ) {H(λ)/W (λ)}W ′(λ)∫
dλ {H(λ)/W (λ)}W ′(λ)

(15.12)

と推定できる.

15.1.2 カノニカルシミュレーションの場合

温度 T におけるカノニカルシミュレーションを実行し, h個のサンプルを得たとする. この時, ポテンシャル

エネルギー U の確率分布は,

PNV T (U ; T ) =
n(U)e−βU∫
dU n(U)e−βU

=
n(U)e−βU

Z(T )
(15.13)

であり, 物理量の期待値は

⟨A⟩T =

∫
dU A(U)n(U)e−βU

Z(T )
(15.14)

である. ここで, β = 1/kBT , kB はボルツマン定数, n(U)は状態密度, Z(T )は分配関数である. 式 (15.13)よ

り, 状態密度は
n(U) = Z(T )PNV T (U ; T )/e−βU (15.15)

とかける. 通常, 状態密度は事前に分からないことが多く, シミュレーションを実行することで, はじめて系の

状態密度を推定することができる. 確率分布は, シミュレーションで得られたポテンシャル U のヒストグラム
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H(U)に比例し,
PNV T (U ; T ) = H(U)/h (15.16)

と書くことができる. したがって, 状態密度は

n(U) =
Z(T )H(U)

he−βU
(15.17)

と計算することができる. 一方, 温度 T ′ = 1/kBβ
′ における確率分布は

PNV T (U ; T ′) =
n(U)e−β

′U∫
dU n(U)e−β′U

(15.18)

とかける. ここに温度 T のカノニカルシミュレーションで得られた状態密度の式 (15.17)を代入すると,

PNV T (U ; T ′) =
Z(T )H(U)
he−βU e−β

′U∫
dU Z(T )H(U)

he−βU e−β′U
(15.19)

=

{
H(U)/e−βU

}
e−β

′U∫
dU {H(U)/e−βU} e−β′U

(15.20)

=
H(U)e−U(β′−β)∫
dU H(U)e−U(β′−β) (15.21)

を得る. また, 物理量の期待値は

⟨A⟩T ′ =

∫
dU A(U)H(U)e−U(β′−β)∫
dU H(U)e−U(β′−β) (15.22)

とかける. このように, 温度 T のサンプルからの温度 T ′ における確率分布を推定式を得ることができる. 一般

的には, T ′ が T 近傍の値の時は比較的精度良く推定することができ, T と T ′ の値が離れるにつれて, 推定され

た物理量の精度は悪くなってしまう.

15.2 多ヒストグラム再重法 (WHAM: Weighted Histogram Analysis

Method)

15.2.1 WHAM方程式の導出

WHAMを用いることで, M 個のシミュレーションで得られたサンプルから, 任意のパラメータ設定におけ

る確率分布 P についての最適な推定方法を得ることができる. ここでは, カノニカルシミュレーションの場合

を考えていく. m番目のシミュレーションは温度 Tm = 1/(kBβm)で実行され, そこで得られたサンプルの数

を Nm と表すことにする.

相関のある時系列データの統計的不確かさの評価法

ここでは, 相関のある時系列データの統計的不確かさについて簡単にまとめる [3, 4]. 定常で時間可逆な確率

過程からサンプルされた観測量 Aについて, データ間で相関のあるような連続した観測量の時系列 {Ai}Ni=1 を

考える. 期待値 ⟨A⟩は単純な算術平均で推定することができる:

Â = Ā =
1

N

N∑
i=1

Ai (15.23)
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上付きのˆで推定値であることを表す. また, 上付きの¯は算術平均であることを表す. ここでは ⟨A⟩と Āを区

別して考える. ⟨A⟩は常数であり, 何かある値に求められるようなものである. 一方, Āは期待値 ⟨A⟩の推定値
であるため, 取りうる値は期待値周辺を揺らぐ.

ある物理量 Aの推定値 Âについて, 統計的不確かさについて考える. 統計的不確かさは

δ2Â ≡
〈(

Â− ⟨Â⟩
)2〉

= ⟨Â2⟩ − ⟨Â⟩2

=
1

N2

n∑
i,j=1

⟨AiAj⟩ −
1

N2

n∑
i,j=1

⟨Ai⟩⟨Aj⟩ (15.24)

と計算される. 対角部分と非対角部分に分割すると,

δ2Â =
1

N2

n∑
i=1

(
⟨A2

i ⟩ − ⟨Ai⟩2
)
+

1

N2

n∑
i ̸=j=1

(⟨AiAj⟩ − ⟨Ai⟩⟨Aj⟩) (15.25)

となる. 右辺第一項は観測量の分散に 1/N を乗じたものであり, 右辺第二項は観測量の相関である. 第二項に

ついて iと j の対称性を考えると, 和は
∑
i ̸=j = 2

∑N
i=1

∑N
j=i+1 とすることができる. さらに k = |i − j|を

定めると, iと j に関する和は k についての和に置き直すことができる:

N∑
i ̸=j=1

(⟨AiAj⟩ − ⟨Ai⟩⟨Aj⟩) = 2

N∑
i=1

N∑
j=i+1

(⟨AiAj⟩ − ⟨Ai⟩⟨Aj⟩) (15.26)

= 2

N−1∑
k=1

(⟨AiAi+k⟩ − ⟨Ai⟩⟨Ai+k⟩) (N − k) (15.27)

ここで (N − k)は, ある k について i < j の時, |i− j| = k となるような整数の組の数に由来する. 以上より,

統計的不確かさは

δ2Â =
1

N

(
⟨A2

i ⟩ − ⟨Ai⟩2
)
+

2

N

N−1∑
k=1

N − k
N

(⟨AiAi+k⟩ − ⟨Ai⟩⟨Ai+k⟩) (15.28)

≡ σ2
A

N
(1 + 2τ) (15.29)

≡ σ2
A

N/g
(15.30)

と計算される. ここで, σ2
A は分散, g は統計的非効率性因子, τ は自己相関時間であり, それぞれ

σ2
A ≡ ⟨A2

i ⟩ − ⟨Ai⟩2 (15.31)

τ ≡
N−1∑
k=1

(
1− k

N

)
Ck (15.32)

g ≡ 1 + 2τ (15.33)

と定義した. また Ck は

Ck ≡
⟨AiAi+k⟩ − ⟨Ai⟩2

⟨A2
i ⟩ − ⟨Ai⟩2

(15.34)

で定義される, 規格化された自己相関関数である. 統計的非効率因子 g = 1 + 2τ は 1以上の値をもつ. N/g は

時系列データに含まれる有効サンプル数 (非相関データの数)を与える. g の値はシミュレーションにおいてサ

ンプルを取得する時間ステップ間隔に依存する. より長い時間ステップ間隔でサンプリングすれば, g の値は 1

に近づく.
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ヒストグラムの数学的定式化

指示関数 χl(A)を, 観測量 Aが中心値 Al, 幅 ∆Aのビンに含まれるかどうかを判定する関数として, 次のよ

うに定義する:

χl(A) =

{
1 if X ∈ [Al − ∆A

2 , Al +
∆A
2 )

0 otherwise
(15.35)

ここで, l は Aを離散化した時のビン番号を表す. また, m番目のシミュレーションの n番目の観測量を Amn

とすると, 指示関数の時系列は {χl(Amn)}Nm
n=1 と表せる. Nm はm番目のシミュレーションのサンプル数であ

る. m番目のシミュレーションに対する観測量 Ak に関するヒストグラム Hm は

Hm(Al) =

Nm∑
n=1

χl(Amn) (15.36)

と計算され, 全てのシミュレーションに渡って観測量をカウントしたヒストグラム H は

H(Al) =

M∑
m=1

Nm∑
n=1

χl(Amn) (15.37)

と計算することができる.

ヒストグラムの統計的不確かさ

m番目のシミュレーションのヒストグラムは,

Hm(Al) =

Nm∑
n=1

χl(Amn) = Nm
1

Nm

Nm∑
n=1

χl(Amn) = Nmχ̂lm (15.38)

と表すことができる. 統計的不確かさの式 (15.30)より,

δ2Hm(Al) = δ2{Nmχ̂lm} = N2
mδ

2χ̂lm = N2
m

σχ
Nm/g

(15.39)

と書き下せる. これを具体的に計算すると,

δ2Hm(Al) =
gm
Nm

N2
m

(
⟨χ2
lm⟩ − ⟨χlm⟩2

)
(15.40)

=
gm
Nm

N2
m

(
⟨χlm⟩ − ⟨χlm⟩2

)
(15.41)

= gmNm⟨χlm⟩ (1− ⟨χlm⟩) (15.42)

= gm⟨Hm(Al)⟩
(
1− ⟨Hm(Al)⟩

Nm

)
(15.43)

と計算される. ここで, χlm は指示関数のため [χl(Am)]
2
= χl(Am)であることを用いた. ヒストグラムの分布

が疎であり, 十分な数のビンを用いている場合, ⟨Hm(Al)⟩/Nm << 1となるので,

δ2Hm(Al) ≃ gm⟨Hm(Al)⟩ (15.44)

と近似することができる.

各シミュレーションの状態密度の推定

ここでは, m 番目のシミュレーションに対する状態密度 Ωm(U) の推定方法を考える. そのためには, 確率

密度分布を数学的に表現する方法が必要である. J. D. Chodera ら [4] が指摘しているように, 確率密度分布
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の推定にノンパラメトリックを用いることもできるが, ここではより簡便な, Kumar[5] らや Ferrenberg と

Swendsen[6]が提案したヒストグラムに基づいた確率分布の推定方法を説明する.

まず, カノニカルアンサンブルにおけるポテンシャルの確率分布は,

PNV T (U ; Tm) =
Ωm(U)e−βmU∫
dU Ωm(U)e−βmU

=
1

Z(βm)
Ωm(U)e−βmU (15.45)

= Ωm(U) exp[fm − βmU ] (15.46)

と書くことができる. ここで, Zm(βm)は分配関数であり, ヘルムホルツの自由エネルギー Fm あるいは無次元

化されたヘルムホルツの自由エネルギー fm を用いて

Z(βm) = e−βmFm = e−fm (15.47)

と書かれることを用いた.

続いて, シミュレーションで得られたサンプルから得られるヒストグラム H に基づいた確率分布の推定を考

える. ヒストグラムを用いるとポテンシャルの確率分布は,

PNV T (Ul; Tm) = Ωm(U) exp[fm − βmUl] ≃
1

∆U

Hm(Ul)

Nm
(15.48)

のように見積もることができるため, 状態密度をヒストグラムを用いて

Ω̂m(Ul) =
Hm(Ul)

Nm∆U exp[fm − βmUl]
(15.49)

と推定することができる.

状態密度の最良推定値 Ω̂(U)の表現方法

状態密度 Ω̂(Ul) の最良推定値を, M 個のシミュレーションに対する状態密度の推定値 Ω̂m(U) (m =

1, . . . ,M)の重み付きの和で表す:

Ω̂(Ul) =

M∑
m=1

wm(Ul)Ω̂m(Ul) (15.50)

ここで, 重み wi は拘束条件
M∑
m=1

wm(Ul) = 1 (15.51)

を満たす. WHAM では, 状態密度 Ω̂(Ul) の最良推定値を得るような重み wi の集合は, 状態密度の統計誤差

δ2Ω̂(Ul)を最小化することによって導出する. 状態密度の統計誤差は具体的に,

δ2Ω̂(Ul) =
[
Ω̂(Ul)− ⟨Ω̂(Ul)⟩

]2
(15.52)

=

[
M∑
m=1

wm(Ul)Ω̂m(Ul)−

〈
M∑
m=1

wm(Ul)Ω̂m(Ul)

〉]2
(15.53)

=

M∑
m=1

w2
m(Ul)

[
Ω̂m(Ul)−

〈
Ω̂m(Ul)

〉]2
(15.54)

=

M∑
m=1

w2
m(Ul)δ

2Ω̂m(Ul) (15.55)
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と計算される. 各シミュレーションの状態密度 (15.49)より

δ2Ω̂m(Ul) =
δ2Hm(Ul)

{Nm∆U exp[fm − βmUl]}2
(15.56)

であるので,

δ2Ω̂(Ul) =

M∑
m=1

w2
m(Ul)

δ2Hm(Ul)

{Nm∆U exp[fm − βmUl]}2
(15.57)

と表すことができる. このように, δ2Ω̂(Ul)は, M 個の見積もられた状態密度 Ω̂1(Ul), . . . , Ω̂M (Ul)の統計誤差

δ2Ω̂1(Ul), . . . , δ
2Ω̂M (Ul)に由来するので, 結局はヒストグラムの統計誤差 δ2H1(Ul), . . . , δ

2HM (Ul)に依存す

る形で書かれる. 式 (15.44)を用いると, ヒストグラムの統計誤差をヒストグラムの期待値 ⟨Hm(Ul)⟩で近似で
きる. ヒストグラムの期待値は, 得られるべき状態密度の最良推定値で置き直すと,

⟨Hm(Ul)⟩ = Nm∆UPNV T (Ul; Tm) (15.58)

≃ Nm∆U ˆΩ(Ul) exp[fm − βmUl] (15.59)

となるので, 式 (15.44)を用いてヒストグラムの統計誤差を

δ2Hm(Ul) ≃ gm⟨Hm(Ul)⟩ ≃ gmNm∆U ˆΩ(Ul) exp[fm − βmUl] (15.60)

と計算することができる. これを式 (15.56)に代入することで, 各シミュレーションに対する状態密度の推定値

の統計誤差 Ω̂m を

δ2Ωm(Ul) =
δ2Hm(Ul)

{Nm∆U exp[fm − βmUl]}2
(15.61)

=
ˆΩ(Ul)

g−1
m Nm∆U exp[fm − βmUl]

(15.62)

と推定することができる.

重み wi の決定: Lagrangeの未定乗数法

状態密度の統計誤差 δ2Ω̂(Ul) が拘束条件 (15.51) の下で最小になるような重み wi の集合を得るために,

Lagrangeの未定乗数法を用いる. ラグランジュ関数は

L = δ2Ω̂(Ul)− α

[
M∑
m=1

wi(Ul)− 1

]
=

[
M∑
m=1

w2
m(Ul)δ

2Ω̂m(Ul)

]
− α

[
M∑
m=1

wi(Ul)− 1

]
(15.63)

とかける. 極値をとる条件 ∂L/∂α = 0, ∂L/∂wm = 0より,

∂L
∂α

=

M∑
m=1

wm(Ul)− 1 = 0 (15.64)

∂L
∂wm

= 2wm(Ul)δ
2Ω̂m(Ul)− α = 0 (15.65)

を得る. 式 (15.65)より,

α = 2w1(Ul)δ
2Ω̂1(Ul) = 2w2(Ul)δ

2Ω̂2(Ul) = . . . 2wM (Ul)δ
2Ω̂M (Ul) (15.66)
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であるので, これを拘束条件 (15.51)に代入すると

w1(Ul) +
δ2Ω̂1(Ul)

δ2Ω̂2(Ul)
w1(Ul) +

δ2Ω̂1(Ul)

δ2Ω̂3(Ul)
w1(Ul) + . . .

δ2Ω̂1(Ul)

δ2Ω̂M (Ul)
w1(Ul) = 1 (15.67)

を得る. これより,

w1(Ul) =
1{

1
δ2Ω̂1(Ul)

+ 1
δ2Ω̂2(Ul)

+ . . . 1
δ2Ω̂M (Ul)

}
δ2Ω̂1(Ul)

=

1
δ2Ω̂1(Ul){∑M

m=1
1

δ2Ω̂m(Ul)

} (15.68)

と計算される. その他の重みも同様に得ることができる:

wi(Ul) =

1
δ2Ω̂m(Ul){∑M

m=1
1

δ2Ω̂m(Ul)

} (15.69)

状態密度 Ω(U)の推定

得られた重み (15.69)と各シミュレーションに対する状態密度の推定値の統計誤差 (15.62)を用いると, 状態

密度の推定値 (15.50)は

ˆΩ(Ul) =

M∑
m=1

wm(Ul) ˆΩm(Ul) (15.70)

=

M∑
m=1

[δ2Ω̂m(Ul)]
−1 ˆΩm(Ul)

[
∑M
i=1 δ

2Ω̂i(Ul)]−1
(15.71)

=

M∑
m=1

g−1
m Nm∆U exp[fm−βmUl]

Ω̂(Ul)

Hm(Ul)
Nm∆U exp[fm−βmUl][∑M

i=1
g−1
i Ni∆U exp[fi−βiUl]

Ω̂(Ul)

] (15.72)

=

M∑
m=1

g−1
m Hm(Ul)∑M

i=1 g
−1
i Ni∆U exp[fi − βiUl]

(15.73)

と計算できる.

確率分布と物理量の平均値

以上より, 確率分布は

P (Ul; T ) = ˆΩ(Ul)e
−βUl =

M∑
m=1

g−1
m Hm(Ul)e

−βUl∑M
i=1 g

−1
i Ni∆U exp[fi − βiUl]

(15.74)

と計算される. ここで, 各シミュレーションに対する無次元化されたヘルムホルツの自由エネルギーは

e−fm =
∑
l

Ω̂(Ul)e
−βUl =

∑
l

P (Ul; T ) (15.75)

である. また, 物理量の平均値は

⟨A⟩T =
∑
l

A(Ul)P (Ul; T )

P (Ul; T )
(15.76)

で計算することができる.
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15.2.2 WHAM法のまとめ: カノニカルアンサンブルの場合

カノニカルアンサンブルにおける物理量 A(U)の平均値は,

⟨T ⟩T =

∫
dU A(U)ω(U)e−βU∫
dU ω(U)e−βU

(15.77)

と計算できる. WHAMを用いることで, M 個のシミュレーションで得られたサンプルを用いて系の状態密度

を見積もることができる. ここで k 番目のシミュレーションは温度 βk = 1/kBTk で実行されたカノニカルシ

ミュレーションとする. また, k 番目のシミュレーションで得られたサンプル数を hk とする. 状態密度 Ω(U)

は, 無次元化されたヘルムホルツの自由エネルギー fi を用いて,

Ω(U) =

∑M
m=1 gmHm(U)∑M

m=1 gmNme
fm−βmU

(15.78)

e−fm =
∑
U

Ω(U)e−βmU (15.79)

である. ここで, Hi(U)は i番目のシミュレーションによって得られた, ポテンシャルエネルギー U に関する

ヒストグラム, fi = βiFi は無次元化されたヘルムホルツの自由エネルギーである. 式 (15.78)と式 (15.79)を

自己無撞着に解くことで, 系の状態密度を推定することができる. fi の値のセットの初期値は任意に取ること

ができるので, 全ての fi に対して 0としても大丈夫である.

15.3 多状態ベネット受容比法 (MBAR: Multistate Bennett Acceptance

Ratio Estimator)

15.3.1 熱平衡状態の表式

K 個の同じ熱力学平衡状態 (例えば, NV T , NPT , µNT アンサンブルなど) から Ni 個の相関のないサン

プルを得たとする. 各サンプルに対する状態は, 用いたアンサンブルに応じて, 逆温度 β, ポテンシャルエネル

ギー U , 圧力 p, 化学ポテンシャル µなどにより特徴づけられる. ここで, 熱平衡状態 iに対する無次元ポテン

シャル関数 ui(x)を
ui(x) = βi

[
Ui(x) + piV (x) + µtin(x)

]
(15.80)

と定義する. ここで, x ∈ Γは位相空間 Γ内の系の構造を表す. また, V (x)は体積 (定圧アンサンブルの場合),

n(x)はM 成分系における各成分の分子の数 (グランドカノニカルアンサンブルの場合)を表す. アンブレラ

サンプリングなどバイアスポテンシャルを課している場合, U の中にはそのようなバイアスポテンシャルも含

まれることに注意する.

熱平衡状態 iから得られたサンプル {xin}Ni

n=1 は, 確率分布 pi

pi(x) =
qi(x)∫

Γ
dx qi(x)

=
qi(x)

ci
(15.81)

にしたがっている. ここで, qi は非負の規格化されていない密度関数であり, ci は規格化定数 (統計力学では分

配関数)である. 規格化定数が一般的に事前に分かっているという状況は多くない. 温度や圧力制御されたモン

テカルロ法や分子動力学法で得られたサンプル, あるいは実験で得られたデータの場合, 関数 qi はボルツマン

因子で表される:
qi(x) = e−ui(x) (15.82)
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ただし, マルチカノニカルシミュレーションなどの非ボルツマン因子に基づいたシミュレーションでは, このよ

うに表すことができないアンサンブルがあることにも注意する必要がある.

15.3.2 平衡状態間の自由エネルギー差と物理量の期待値の表式

無次元化された自由エネルギー差は,

∆fij ≡ fj − fi = − ln
cj
ci

= − ln

∫
Γ
dx qj(x)∫

Γ
dx qi(x)

(15.83)

である. ただし, fi は次元を持つ自由エネルギー Fi と fi = βiFi の関係で結ばれている.

平衡状態 iにおける物理量 Aの期待値は,

⟨A⟩i ≡
∫
Γ

dx pi(x)A(x) =

∫
Γ
dx A(x)qi(x)∫
Γ
dx qi(x)

(15.84)

新たに密度関数 q(x) = A(x)qi(x)を定義すれば, 物理量の期待値は規格化定数の比で計算することができる.

この時, q(x)はもはや非負である必要はない.

15.3.3 拡張ブリッジサンプリング推定法 (Extended Bridge Sampling Estimators)

規格化定数 ci の比を推定する方法を構築する. 恒等式 ci⟨αijqj⟩i = cj⟨αijqi⟩j が成立することは

ci ⟨αijqj⟩i =
[∫

Γ

dx qi(x)

] ∫
Γ
dx qi(x)αij(x)qj∫

Γ
dxqi(x)

(15.85)

=

∫
Γ

dx qi(x)αij(x)qj (15.86)

=

[∫
Γ

dx qj(x)

] ∫
Γ
dx qj(x)αij(x)qi∫

Γ
dxqj(x)

(15.87)

= cj ⟨αijqi⟩j (15.88)

から分かる. αij(x)はゼロでない ci について任意に選べる関数である.

この恒等式について両辺共に j について和をとる. 期待値は ⟨g⟩i は, 経験的に,
∑Ni

n=1 g(xin)のように算術

平均で推定することができることを用いれば, i = 1, . . . ,K に対して K個の方程式を得る:

K∑
j=1

ĉi
Ni

Ni∑
n=1

αijqj(xin) =

K∑
j=1

ĉj
Nj

Nj∑
n=1

αijqi(xjn) (15.89)

ここで, 上付のハットˆは推定値であることを示している. i = 1, . . . ,K について, 全ての ĉi に関する方程式の

組みを解くことで, サンプルされたデータから ci の推定値 ĉi を得ることができる.

αij(x) には様々な選び方が可能であり, その中にはリウェイティングで一般的に使用されるものもある.

MBAR法では, 可能な αij(x)の選び方の中でも, 最も小さい分散を持つという意味において最適な αij(x)を

用いる. 具体的には, 以下のような αij(x)を採用する:

αij(x) =
Nj ĉ

−1
j∑K

k=1Nk ĉ
−1
k qk(x)

(15.90)

この推定式は, 漸近不偏量であり, 唯一の解を持つことが保証されている. 式 (15.89) と式 (15.90) からでは,

ĉi の組について閉じた方程式を導けないため, 直接解くことができない. 代わりに, 自己無撞着にあるいは

Newton-Raphson法を用いて, 数値的にこの非線形方程式を解くことができる.
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サンプルの数が大きい範囲では, 一般的には比 ĉi/ĉj の誤差は分散される. 漸近的な共分散行列 Θ =

cov(ln ci, ln cj) ≡ cov(θi, θj)は次のように推定される:

Θ̂ = WT
(
IN −WNWT

)+
W (15.91)

ここで, IN は N ×N の単位行列, N =
∑M
i=1Ni は全サンプル数, N = diag(N1, N2, . . . , NM )は各シミュ

レーションのサンプル数を成分に持つベクトル, 上付の +はMoore-Penroseのような一般化逆行列を表して

いる. また, W は N ×K の重み行列で,

Wni = ĉ−1
i

qi(xn)∑M
k=1Nk ĉ

−1
k qk(xn)

(15.92)

と計算される. ここで, サンプルは 1つのラベル n = 1, . . . , N でラベル付けしている. したがって, サンプル

xn が, どの分布 p(x)からサンプルされているかは, もはや関係なくなっている. また, 上記の定義において,

N∑
n=1

Wni = 1, (i = 1, . . . ,K) (15.93)

K∑
n=1

NiWni = 1, (n = 1, . . . , N) (15.94)

を満たす. Θ̂を見積もるとき, N ×N の擬逆行列を見積もる計算コストは, K ×K 行列の固有値を見積もる
計算コストまで減らすことが可能である. 多くの場合で, 共分散行列はK ×K 行列の操作で見積もられる. 規

格化定数に対数をとった θi に関する任意の関数 ϕ(θ1, . . . , θK)と ψ(θ1, . . . , θK)に関する推定値の共分散は Θ̂

から見積もられる:

cov(ϕ̂, ψ̂) =

K∑
i,j=1

∂ϕ

∂θi
θ̂ij

∂ψ

∂θj
(15.95)

15.3.4 無次元化された自由エネルギーの推定

構造がボルツマン統計, すなわち qi ≡ exp[−ui(x)] からサンプリングされた時, 式 (15.89) と式 (15.90) か

ら, 以下のような無次元自由エネルギーの推定式が得られる:

f̂i = − ln

K∑
j=1

Nj∑
n=1

exp[−ui(xjn)]∑K
k=1Nk exp[f̂k − uk(xjn)]

(15.96)

この推定式は f̂i に対して自己無撞着に解くことができる.

推定された自由エネルギー差の不確かさは式 (15.91)と式 (15.92)より

δ2∆f̂ij ≡ cov

(
− ln

ĉj
ĉi
, − ln

ĉj
ĉi
,

)
(15.97)

= Θ̂ii − 2Θ̂ij + Θ̂ji (15.98)

と計算される.



第 15章 再重法 (Reweighting Teqhnique) 242

無次元化された自由エネルギーの推定式の導出

式 (15.89) と式 (15.90) から, 無次元自由エネルギーの推定式 (15.96) を導出する. 式 (15.89) と式 (15.90)

をもう一度書いておくと, それぞれ

K∑
j=1

ĉi
Ni

Ni∑
n=1

αijqj(xin) =

K∑
j=1

ĉj
Nj

Nj∑
n=1

αijqi(xjn)

αij(x) =
Nj ĉ

−1
j∑K

k=1Nk ĉ
−1
k qk(x)

であった. ここで,

qi(x) = e−ui(x) (15.99)

ci = e−fi

である. 式 (15.90)を式 (15.89)に代入することで,

K∑
j=1

ĉi
Ni

Ni∑
n=1

Nj ĉ
−1
j∑K

k=1Nk ĉ
−1
k qk(xin)

qj(xin) =

K∑
j=1

ĉj
Nj

Nj∑
n=1

Nj ĉ
−1
j∑K

k=1Nk ĉ
−1
k qk(xjn)

qi(xjn)

=

K∑
j=1

Nj∑
n=1

qi(xjn)∑K
k=1Nk ĉ

−1
k qk(xjn)

(15.100)

さらに, 左辺について,

K∑
j=1

ĉi
Ni

Ni∑
n=1

Nj ĉ
−1
j∑K

k=1Nk ĉ
−1
k qk(xin)

qj(xin) =
ĉi
Ni

K∑
j=1

Ni∑
n=1

Nj ĉ
−1
j∑K

k=1Nk ĉ
−1
k qk(xin)

qj(xin)

=
ĉi
Ni

K∑
j=1

[
Nj ĉ

−1
j qj(xi1)∑K

k=1Nk ĉ
−1
k qk(xi1)

+ . . .+
Nj ĉ

−1
j qj(xiNi)∑K

k=1Nk ĉ
−1
k qk(xiNi)

]

=
ĉi
Ni

[∑K
j=1Nj ĉ

−1
j qj(xi1)∑K

k=1Nk ĉ
−1
k qk(xi1)

+ . . .+

∑K
j=1Nj ĉ

−1
j qj(xiNi

)∑K
k=1Nk ĉ

−1
k qk(xiNi

)

]

=
ĉi
Ni
Ni

= ĉi

と計算されるので,

ĉi =

K∑
j=1

Nj∑
n=1

qi(xjn)∑K
k=1Nk ĉ

−1
k qk(xjn)

(15.101)

を得る. qi = e−ui(x), ci = e−fi を用いると

f̂i = − ln

K∑
j=1

Nj∑
n=1

exp[−ui(xjn)]∑K
k=1Nk exp[f̂k − uk(xjn)]

(15.102)

が導出される.
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無次元化された自由エネルギーの効率的な解法

非線形方程式である式 (15.96) を解くために, ここでは主に二つの方法を見ていく. 一つは, 自己無撞着

(self-consistent iteration) に解くことであり, もう一つはニュートンラフソン法を用いることである. 自己無

撞着法を用いた場合, 自由エネルギーの収束が遅いというデメリットがあるが, 安定して計算をすることができ

るため, 確実に解を求めることができる. 一方, ニュートンラフソン法を用いた場合, 自由エネルギーが早く収

束するメリットがあるが, 初期値が適切でない場合に計算が破綻してしまうというデメリットがある. そこで,

最初は自己無撞着に解いて, 解がある程度収束したらニュートンラフソン法に切り替えると言った使い方も可

能である.

■自己無撞着法 非線形方程式 (15.96) を自己無撞着に解くには, 最後のイテレーションで得た自由エネル

ギーの推定値 {f̂ (n)i }Ki=1 を次のイテレーションでの推定 {f̂
(n+1)
i }Ki=1 に使用する. すなわち,

f̂
(n+1)
i = − ln

K∑
j=1

Nj∑
n=1

exp[−ui(xjn)]∑K
k=1Nk exp[f̂

(n)
k − uk(xjn)]

(15.103)

を計算する. この式は, 初期推定値 f̂
(0)
i によらず収束することが保証されている. 最も簡単な初期推定値とし

て f̂
(0)
i = 0と設定してもよいし, あるいは, より早い収束を期待して

f
(0)
k =

1

Nk

Nk∑
n=1

ln q(xkn) (15.104)

としても良い. ここで, サンプルがボルツマン因子に従う場合, qk(x) = exp[−uk(x)]である.

イテレーション中に推定値の変化の大きさがコントロールできなくなることを防ぎ, かつ一意的な解を得る

ため, f1 = 0と拘束する. つまり, イテレーションで推定値を更新したら, その都度 fi から f1 を引く:

f̂
(n+1)
i ← f̂

(n+1)
i − f̂ (n+1)

1 for all i (15.105)

計算終了判定は次のように決める:

max
i=2,...,K

[
|f̂ (n+1)
i − f̂ (n)i |
|f̂ (n)i |

]
< ϵ (15.106)

ここで ϵは例えば 10−7 など十分小さい値を選択する. 収束の速さは, 注目する系やサンプル数などによって異

なるので, 可能な限りモニターすると良い.

式 (15.104) のような指数関数 ea の和の計算では, 指数関数が大きい値を持つために数値オーバーフロー

が起こりやすい. オーバーフローを避けるには, 指数関数の和について, 最も大きい値を持つ指数関数項

am ≡ maxn an で規格化した後で和を計算すると良い. すなわち

N∑
n=1

exp[an] = exp[am]

N∑
n=1

exp[an]

exp[am]
(15.107)

と計算する. あるいは, 次のように表すこともできる:

ln

N∑
n=1

exp[an] = am + ln

N∑
n=1

exp[an − am] (15.108)
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15.3.5 物理量の期待値の推定

構造 xのみに依存する物理量 A(x)の平衡分布における期待値は, 式 (15.84)で与えられる. 平衡分布にお

ける期待値は, 特徴付けられる２つの追加した状態 Aと状態 aに対する規格化定数の比 cA/ca として計算する

ことができる.

qA(x) = A(x)q(x) (15.109)

qa(x) = q(x) (15.110)

ボルツマン因子に比例した期待値を要求する場合, q(x) ≡ exp[−u(x)]となる. qA(x)はもはや正確には非負

ではないが, サンプル数が NA = Na = 0なので期待値 ⟨A⟩を求めるのに拡張ブリッジサンプリング推定法の
式 (15.89)を使うことができる. 同様にして, 重み行列 (15.92)についても, qA(x), qa(x)に対応する列WnA,

Wna を拡張すると,

WnA = ĉ−1
A

A(xn) exp[−u(xn)]∑K
k=1Nk exp[f̂k − uk(xn)]

(15.111)

Wna = ĉ−1
a

exp[−u(xn)]∑K
k=1Nk exp[f̂k − uk(xn)]

(15.112)

と計算される. ここで, 規格化定数の推定値 ĉA, ĉa は自己無撞着推定方程式で定義される:

ĉA =

N∑
n=1

A(xn) exp[−u(xn)]∑K
k=1Nk exp[f̂k − uk(xn)]

(15.113)

ĉa =

N∑
n=1

exp[−u(xn)]∑K
k=1Nk exp[f̂k − uk(xn)]

(15.114)

ある平衡状態 αにおける物理量の期待値の推定値は,

Âα =
ĉA
ĉa

=

N∑
n=1

WnaA(xn) (15.115)

と計算される. 具体的には,

Âα =

N∑
n=1

WnaA(xn) (15.116)

=

N∑
n=1

ĉ−1
a

exp[−uα(xn)]∑K
k=1Nk exp[f̂k − uk(xn)]

A(xn) (15.117)

=

N∑
n=1

A(xn) exp[f̂α − uα(xn)]∑K
k=1Nk exp[f̂k − uk(xn)]

(15.118)

=

K∑
j=1

Nj∑
n=1

A(xjn) exp[f̂α − uα(xjn)]∑K
k=1Nk exp[f̂k − uk(xjn)]

(15.119)

とである. 途中, ĉ−1
a = ef̂ であることを用いた. また, 重み因子を

w(xjn) =
exp[−u(xjn)]∑K

k=1Nk exp[f̂k − u(xjn)]
(15.120)
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と定義すれば, 期待値は

Âα =

∑K
j=1

∑Nj

n=1A(xjn)w(xjn)∑K
j=1

∑Nj

n=1 w(xjn)
(15.121)

とかける. 不確かさは, 拡張した重み行列W から計算される共分散行列 Θ̂を用いて

δ2Â ≡ cov

(
ĉA
ĉa
,
ĉA
ĉa

)
= Â2

(
Θ̂AA + Θ̂aa − 2Θ̂Aa

)
(15.122)

と計算される.

15.3.6 平均力ポテンシャル (PMF: Potential of Mean Force)

描きたい反応座標を適当にビンに分ける. ビン iに系が見つかる確率は,

pi = ⟨χi(xn)⟩ =
N∑
n=1

Wnaχi(xn) (15.123)

と計算される. ここで, χi(xn) は指示関数 (indicator function) であ利, サンプルがビン i にいる時に 1をと

り, それ以外の時は 0の値となる. したがって, 自由エネルギーの推定値は,

Fi = −kBT ln(pi/wi) (15.124)

と計算される. ただし, wi はビン幅の相対値である. ビン幅が全て等しい時は 1とすることができる.

15.4 リウェイティング Tips

指数関数の足し算や引き算は計算機のオーバーフローが発生しやすい. これを防ぐために, 対数関数の中で

足し算・引き算を行うアルゴリズムを述べる.[7]

A > 0, B > 0に対して C = A+B を計算するとき, lnAや lnB から lnC = ln(A+B)を計算する:

lnC = ln

[
max(A,B)

{
1 +

min(A,B)

max(A,B)

}]
= max(lnA, lnB) + ln [1 + exp {min(lnA, lnB)−max(lnA, lnB)}] (15.125)

一方, 引き算をしたい時は, A > 0, B > 0に対して |C| = |A− B|の計算を考える. すなわち, lnAや lnB

から ln |C| = ln(|A−B|を計算する:

ln |C| = ln

[
max(A,B)

{
1 +

min(A,B)

max(A,B)

}]
= max(lnA, lnB) + ln [1− exp {min(lnA, lnB)−max(lnA, lnB)}] (15.126)
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第 16章

関数の近似と補間法

16.1 線形最小二乗法

次のような n組みのデータのあてはめ問題を考える:

観測点 : t1, t2, . . . , tn (16.1)

測定値 : f1, f2, . . . , fn (16.2)

測定値の分散 : σ1, σ2, . . . , σn (16.3)

測定の誤差 (分散)σ2
i は, 測定値 fi の信頼性を表す尺度として考えることができる. このデータを, ある一次独

立な関数系
ϕ1(t), ϕ2(t), . . . , ϕm(t) (16.4)

の一次結合

f(t) =

m∑
j

xjϕj(t) (16.5)

によってあてはめる. この形の f(t)は {ϕj(t)}に関して線形であるから, 線形モデルと呼ばれる. 一次独立な

関数系として, 単項式
ϕj(t) = tj−1 (16.6)

が最も広く採用されている.

最小二乗法は,

S(x1, x2, . . . , xm) =

n∑
i=1

[fi − f(ti)]2

σ2
i

(16.7)

=

n∑
i=1

[fi −
∑n
j=1 xjϕj(ti)]

2

σ2
i

(16.8)

を最小にすることによって, 未知係数 x1, . . . , xm の組みを決定する方法である. S を最小にする条件は,

∂S

∂xk
= 0, k = 1, 2, . . . ,m (16.9)

によって与えられるので,

n∑
i=1

[fi −
∑n
j=1 xjϕj(ti)]ϕk(ti)

σ2
i

= 0, k = 1, 2, . . . ,m (16.10)
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とかける. ここで i, j 成分が

Aij =
ϕj(tj)

σi
, (i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . ,m) (16.11)

で定義される n×m行列を導入する. この Aij はヤコビアン行列あるいは計画行列と呼ばれている. このとき,

式 (16.10)は

n∑
i=1

m∑
j=1

ϕj(ti)

σi

ϕk(ti)

σi
=

n∑
i=1

ϕk(ti)

σi

fi
σi

(16.12)

→
m∑
j=1

(
n∑
i=1

AikAij

)
xj =

n∑
i=1

Aik
fi
σi
, (k = 1, 2, . . . ,m) (16.13)

となる. さらに

bi =
fi
σi
, (i = 1, 2, . . . , n) (16.14)

を第 i成分にもつベクトル b, xj を第 j 成分にもつベクトルを xとおくと, 式 (16.13) は次のようにかける:

AtAx = Atb (16.15)

ここで, At は行列 Aの転置である. これを正規方程式という. この方程式を解けば, 未知係数 xi を求めること

ができる.

16.1.1 単純な多項式 ϕj(t) = tj−1 の場合

単純な多項式 ϕj(t) = tj−1 を用いた, 最小二乗法を考える.

f(t) =

m∑
j=1

xjt
j−1 = x1 + x2t+ . . .+ xmt

m−1, (16.16)

Aij =
tj−1
i

σi
, (16.17)

Aik =
tk−1
i

σi
, (16.18)

bi =
fi
σi

(16.19)

であるので, 式 (16.13)に代入すると,

m∑
j=1

(
n∑
i=1

tk−1
i

σi

tj−1
i

σi

)
xj =

n∑
i=1

tk−1
i

σi

fi
σi

(16.20)

を得る. 行列形式で愚直に書くと,
∑n
i=1

1
σ2
i
t0i t

0
i

∑n
i=1

1
σ2
i
t0i t

1
i . . .

∑n
i=1

1
σ2
i
t0i t

m−1
i∑n

i=1
1
σ2
i
t1i t

0
i

∑n
i=1

1
σ2
i
t1i t

1
i . . .

∑n
i=1

1
σ2
i
t1i t

m−1
i

...
...

. . .
...∑n

i=1
1
σ2
i
tmi t

0
i

∑n
i=1

1
σ2
i
tmi t

1
i . . .

∑n
i=1

1
σ2
i
tmi t

m−1
i



x0
x1
...
xm

 =


∑n
i=1

1
σ2
i
fi∑n

i=1
1
σ2
i
fiti

...∑n
i=1

1
σ2
i
fit

m−1
i

 (16.21)
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となる. 左辺の左の行列について,

D =


∑n
i=1

1
σ2
i
t0i

∑n
i=1

1
σ2
i
t1i . . .

∑n
i=1

1
σ2
i
tm−1
i∑n

i=1
1
σ2
i
t1i

∑n
i=1

1
σ2
i
t2i . . .

∑n
i=1

1
σ2
i
tmi

...
...

. . .
...∑n

i=1
1
σ2
i
tm−1
i

∑n
i=1

1
σ2
i
tmi . . .

∑n
i=1

1
σ2
i
t2m−1
i

 (16.22)

と置くと, 正規方程式は
x0
x1
...
xm

 = D−1


∑n
i=1

1
σ2
i
fi∑n

i=1
1
σ2
i
fiti

...∑n
i=1

1
σ2
i
fit

m−1
i

 (16.23)

=


D−1

11 D−1
12 . . . D−1

1m

D−1
21 D−1

22 . . . D−1
2m

...
...

. . .
...

D−1
m1 D−1

m2 . . . D−1
mm




∑n
i=1

1
σ2
i
fi∑n

i=1
1
σ2
i
fiti

...∑n
i=1

1
σ2
i
fit

m−1
i

 (16.24)

=


D−1

11

∑n
i=1

1
σ2
i
fi +D−1

12

∑n
i=1

1
σ2
i
fiti + . . .+D−1

1m

∑n
i=1

1
σ2
i
fit

m−1
i

D−1
21

∑n
i=1

1
σ2
i
fi +D−1

22

∑n
i=1

1
σ2
i
fiti + . . .+D−1

2m

∑n
i=1

1
σ2
i
fit

m−1
i

...
D−1
m1

∑n
i=1

1
σ2
i
fi +D−1

m2

∑n
i=1

1
σ2
i
fiti + . . .+D−1

mm

∑n
i=1

1
σ2
i
fit

m−1
i

 (16.25)

のように解くことができる. また, 係数の誤差は,

σxk =

√√√√ n∑
i=1

(
∂xk
∂fi

σi

)2

(16.26)

であるので, 式 (16.25)を用いると具体的に

σxk =

√√√√√ n∑
i=1

 m∑
j=1

D−1
kj

1

σi
tj−1
i

2

(16.27)

と計算される.

16.1.2 具体例: 一次関数 f(t) = x0 + x1tで最小二乗法

一次関数 f(t) = x0 + x1tで最小二乗法を実行するときの, 具体的な未知係数と誤差の表式を見ていく. 行列

(16.22)を具体的に計算すると,

D =

[ ∑n
i=1

1
σ2
i

∑n
i=1

1
σ2
i
ti∑n

i=1
1
σ2
i
ti

∑n
i=1

1
σ2
i
t2i

]
≡
[ ∑n

i=1 wi
∑n
i=1 witi∑n

i=1 witi
∑n
i=1 wit

2
i

]
(16.28)
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なので, 逆行列は

D−1 =
1

∆

[ ∑n
i=1 wit

2
i −

∑n
i=1 witi

−
∑n
i=1 witi

∑n
i=1 wi

]
(16.29)

∆ ≡

(
n∑
i=1

wi

)(
n∑
i=1

wit
2
i

)
−

(
n∑
i=1

witi

)2

(16.30)

と計算される. ここで, wi = 1/σ2
i とおいた. したがって, 未知係数は

x0 =

(∑n
i=1 wit

2
i

)
(
∑n
i=1 wifi)− (

∑n
i=1 witi) (

∑n
i=1 witifi)

∆
(16.31)

x1 =
(
∑n
i=1 wi) (

∑n
i=1 witifi)− (

∑n
i=1 witi) (

∑n
i=1 wifi)

∆
(16.32)

と計算される.

続いて, 係数の誤差を求めていく. x0 の誤差は,

σx0 =

√√√√ n∑
i=1

(
∂x0
∂fi

σi

)2

(16.33)

である. 以下, 具体的に計算をしていく:

∂x0
∂fi

σi =
1

∆

[(
n∑
i

wit
2
i

)
wi −

(
n∑
i

witi

)
witi

]
σi (16.34)

(
∂x0
∂fi

σi

)2

=
1

∆2

( n∑
i=1

wit
2
i

)2

w2
i +

(
n∑
i=1

witi

)2

w2
i t

2
i − 2

(
n∑
i=1

wit
2
i

)(
n∑
i=1

witi

)
w2
i ti

σ2
i (16.35)

=
1

∆2

( n∑
i=1

wit
2
i

)2

wi +

(
n∑
i=1

witi

)2

wit
2
i − 2

(
n∑
i=1

wit
2
i

)(
n∑
i=1

witi

)
witi

 (16.36)

最後の式変形には, wi = 1/σ2
i であることを用いた. さらに, iについて和をとると,

n∑
i=1

(
∂x0
∂fi

σi

)2

=
1

∆2

( n∑
i=1

wit
2
i

)2( n∑
i=1

wi

)
+

(
n∑
i=1

witi

)2( n∑
i=1

wit
2
i

)
− 2

(
n∑
i=1

wit
2
i

)(
n∑
i=1

witi

)2


=
1

∆2

( n∑
i=1

wit
2
i

)2( n∑
i=1

wi

)
−

(
n∑
i=1

witi

)2( n∑
i=1

wit
2
i

)
=

∑n
i=1 wit

2
i

∆2

( n∑
i=1

wit
2
i

)(
n∑
i=1

wi

)
−

(
n∑
i=1

witi

)2


=

∑n
i=1 wit

2
i

∆
(16.37)

したがって, x0 の誤差は,

σx0 =

√∑n
i=1 wit

2
i

∆2
(16.38)

である.



第 16章 関数の近似と補間法 251

同様にして, x1 の誤差,

σx1
=

√√√√ n∑
i=1

(
∂x1
∂fi

σi

)2

(16.39)

を計算する.

∂x1
∂fi

σi =
1

∆

[(
n∑
i=1

wi

)
witi −

(
n∑
i=1

witi

)
wi

]
σi (16.40)

(
∂x1
∂fi

σi

)2

=
1

∆2

( n∑
i=1

wi

)2

w2
i t

2
i +

(
n∑
i=1

witi

)2

w2
i − 2

(
n∑
i=1

wi

)(
n∑
i=1

witi

)
w2
i ti

σ2
i (16.41)

=
1

∆2

( n∑
i=1

wi

)2

wit
2
i +

(
n∑
i=1

witi

)2

wi − 2

(
n∑
i=1

wi

)(
n∑
i=1

witi

)
witi

 (16.42)

最後の式変形には, wi = 1/σ2
i であることを用いた. iについて和をとると,

n∑
i=1

(
∂x1
∂fi

σi

)2

=
1

∆2

( n∑
i=1

wi

)2( n∑
i=1

wit
2
i

)
+

(
n∑
i=1

witi

)2( n∑
i=1

wi

)
− 2

(
n∑
i=1

wi

)(
n∑
i=1

witi

)(
n∑
i=1

witi

)
=

∑n
i=1 wi
∆2

( 2∑
i=1

wi

)(
2∑
i=1

wit
2
i

)
−

(
2∑
i=1

witi

)2


=

∑n
i=1 wi
∆

(16.43)

したがって, x1 の誤差は,

σx1 =

√∑n
i=1 wi
∆

(16.44)

である.
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16.2 スプライン補間

スプライン補間ではデータ点間の区画を補間する関数を決定する際に, 関数のつなぎ目において, できるだけ

高次の微分まで滑らかになるように条件を課す.

16.2.1 3次のスプライン補間

区分多項式

データ点 xi と xi+1 の区間を次の 3次関数で補間することを考える:

Si(x) = ai + bi(x− xi) + ci(x− xi)2 + di(x− xi)3, (i = 0, 1, 2, . . . , N − 1) (16.45)

この式を区分多項式と呼ぶ. N+1個のデータをつなぐためには, N 個の区分多項式を使用する. データを補間

するには, 係数 ai, bi, ci, di が決める必要がある. 未知係数は全部で 4N 個であるので, 4N 個の方程式が必要

である. そこで, 以下の条件を課すことで未知係数を決定するための方程式を得る.

1. 各 Si(x)に対して両端の値が決まっている. つまり, 全てのデータ点を通る.

（a）各区間の始点はデータ点の値をとる (N 個の方程式).

（b）隣合う区分多項式は, 境界点で同じ値をとる (N 個の方程式).

2. 各 Si(x)について, 境界点の一次微分は連続である (N − 1個の方程式).

3. 各 Si(x)について, 境界点の二次微分は連続である (N − 1個の方程式).

4. 自然なスプラインである条件: 最初と最後のデータ点 (j = 0, N + 1)において, 二次微分がゼロである

(2個の方程式).

区分多項式の一次微分と二次微分はそれぞれ

S′
i = bi + 2ci(x− xi) + 3di(x− xi)2 (16.46)

S′′
i = 2ci + 6di(x− xi) (16.47)

である.

未知係数の決定

■条件 1-(a): 各区間の始点はデータ点の値をとる 各区間の始点 Si(xi)でデータ点と同じ値であるとすると,

Si(xi) = yi

すなわち,
ai = yi (16.48)

を得る.

■条件 4: 自然なスプラインである条件 最初と最後のデータ点において, 二次微分がゼロであるので直ちに

c0 = 0 (16.49)

cN−1 = 0 (16.50)

を得る.
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■条件 3: 境界点での二次微分の連続性 境界点の二次微分は連続性は

S′′
i (xi+1) = S′′

i+1(xi+1)

とかける. 具体的に計算すると,

2ci + 6di(xi+1 − xi) = 2ci+1 + 6di+1(xi+1 − xi+1)

である. これより直ちに

di =
ci+1 − ci

3(xi+1 − xi)
=
ci+1 − ci

3hi
(16.51)

を得る. ここで hi ≡ xi+1 − xi を定義した.

■条件 1-(b): 隣合う区分多項式は, 境界点で同じ値をとる この条件を書き下すと

Si(xi+1) = Si+1(xi+1) = yi+1

とかける. 具体的に計算すると,

ai + bi(xi+1 − xi) + ci(xi+1 − xi)2 + di(xi+1 − xi)3

= ai+1 + bi+1(xi+1 − xi) + ci+1(xi+1 − xi)2 + di+1(xi+1 − xi)3

→ ai+1 = ai + bihi + cih
2
i + dih

3
i

結果を整理すると,

bi =
ai+1 − ai

hi
− cihi − dih2i

=
ai+1 − ai

hi
− cihi −

ci+1 − ci
3hi

h2i

=
ai+1 − ai

hi
− hi(ci+1 + 2ci)

3
(16.52)

■条件 2: 境界点での一次微分の連続性 この条件を書き下すと

S′
i(xi+1) = S′

i+1(xi+1) (16.53)

とかける. 具体的に計算すると,

bi + 2ci(xi+1 − xi) + 3di(xi+1 − xi)2

= bi+1 + 2ci+1(xi+1 − xi) + 3di+1(xi+1 − xi)2

→ bi+1 = bi + 2ci(xi+1 − xi) + 3di(xi+1 − xi)2

→ bi+1 = bi + 2cihi + 3dih
2
i

を得る. ここまでに得られた ai, bi, di の表式を代入すると,[
ai+2 − ai+1

hi
− hi(ci+2 + 2ci+1)

3

]
=

[
ai+1 − ai

hi
− hi(ci+1 + 2ci)

3

]
+ 2cihi + 3

(
ci+1 − ci

3hi

)
h2i (16.54)
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となる. さらに整理すると

hi+1ci+2 + 2(hi+1 + hi)ci+1 + cihi =
3

hi−1
(ai+2 − ai+1)−

3

hi
(ai+1 − ai)

=
3

hi−1
(yi+2 − yi+1)−

3

hi
(yi+1 − yi) (16.55)

を得る. この式を行列形式で書くと

1 0 0 · · · 0 0 0 0
h0 2(h0 − h1) h1 0 0 · · · 0 0
0 h1 2(h1 − h2) h2 0 · · · 0 0
0 0 h2 2(h2 − h3) h3 0 · · · 0
...

...
...

...
0 0 0 · · · 0 0 0 1





c0
c1
...
...

cN−2

cN−1


=



0
3
h1
(y2 − y1)− 3

h0
(y1 − y0)

...

...
3

hn−1
(yn − yn−1)− 3

hi
(yn−1 − yn−2)

0


となる. この連立方程式を解くと係数 ci を決定できる.
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第 17章

主成分解析 (PCA: Principal Component

Analysis)

主成分解析 [1]は, 多次元空間の中で生体分子がどのような挙動を示しているのか解析する際に用いられる.

蛋白質の揺らぎは異方性が高いため, 物理量とも関連付けられることができる [2, 3, 4]. また, シミュレーショ

ンで得られた構造のクラスタリングをする際にも主成分解析は有用である.

17.1 主成分解析の基礎

主成分解析では, 原子座標 Q を原子座標の線形結合として表される独立な集団座標 (=主成分座標)

Ξ = {ξak} への線形変換を考える. 原子座標から主成分座標への変換行列をAt とすると

Ξ = AtQ (17.1)

とかける. 以降の便利のため, k 番目の構造における座標ベクトルをQk, Ξk と書くことにする. 基底が正規直

交であるとすると,

AtA = AAt = I (17.2)

が成立する. ここで Iは単位行列である. 主成分分析では, 新たに得られた軸に置いてデータの分散が最大にな

るように線形変換を施す. 変換後の分散は

σ̃2(A) =

K∑
k=1

wk(Ξk − ⟨Ξ⟩)t(Ξk − ⟨Ξ⟩)

=

K∑
k=1

wk
{
At(Qk − ⟨Q⟩)

}t {
At(Qk − ⟨Q⟩)

}
=

K∑
k=1

wkTr
[
At(Qk − ⟨Q⟩)(Qk − ⟨Q⟩)tA

]
= Tr

[
At

K∑
k=1

wk(Qk − ⟨Q⟩)(Qk − ⟨Q⟩)tA

]
= Tr

[
AtΣA

]
(17.3)

と計算される. ここで, データの平均を計算するためにデータの重み wk を導入した. また, Σ は分散共分散

行列である. また, 途中の式変形において xtx = Tr(xxt)が成り立つことを使用た. AtAの制約のもとで, 式



第 17章 主成分解析 (PCA: Principal Component Analysis) 256

(17.3)を最大にするAを求める問題に帰着する:

J(A) ≡ Tr[AtΣA]− [(AtA− I)Σ] (17.4)

つまり, Σは対角行列である. Aで偏微分すると

∂J(A)

∂A
= 2ΣA− 2AΣ = 0 (17.5)

ここで, (n, m)行列X, n次元正方行列Y について

∂

∂X
Tr{XtYX} = (Y +Yt)X (17.6)

を用いた. ゆえに,

ΣA = AΣ

AtΣA = Σ (17.7)

となり, At は Σを対角化する行列となる.

17.2 主成分解析のタンパク質への応用

N 個の原子からなる系を考える. ここでは各原子の座標 x, y, z を, より一般的な形である q で表すことにす

る. 実際に主成分解析を行う場合, 全原子を扱わずに主鎖の原子座標や Cα 原子の座標のみに適用することが

多い. その他の内部座標 (例えば二面角や各アミノ酸残基の重心座標)を用いてもよい. 分子シミュレーション

によって, K 個の構造を得たとする. 各瞬間座標を, それぞれの平均座標からの変位に変換して, 質量の平方根

で重み付けをする. 瞬間構造の座標を行方向, 時系列を列方向にまとめると, 3N ×K 行列

Q = {Qik} = {
√
mi (qik − ⟨qi⟩)} (17.8)

を得る. ここで, ⟨qi⟩は座標 qik の平均構造である. ⟨qi⟩は以下の手順で求められる: まず仮の q′
ik

*1 を定め

る. 続いて, q′
ik に対して K 個の瞬間構造を全て best fitさせて平均構造を求める. さらに求めた平均構造に

対して瞬間構造全てを best fitし平均構造を計算する. この操作を繰り返すことで平均構造を収束させる. 通

常は数回のイテレーションで平均構造に収束するはずである.

主成分解析では, 原子座標 Q を原子座標の線形結合として表される独立な集団座標 (=主成分座標)

Σ = {σak} への線形変換を考える. 原子座標から主成分座標への変換行列を Pt とすると

Σ = PtQ (17.9)

とかける. ここで, 分散共分散行列Rを与える:

R = ⟨QtQ⟩
=
{√

mimj ⟨(qik − ⟨qi⟩) (qjk − ⟨qj⟩)⟩
}

=
{√

mimj (⟨qikqjk⟩ − ⟨qi⟩ ⟨qj⟩)
}
.

*1 自由度の数が同じであれば, どんな座標値でもいい. 例えば, 初期構造 qi1 などを用いる.
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この行列は明らかに対称行列である. 各構造に対して重み wk が課せられているとすると, 平均は

⟨qi⟩ =
K∑
k=1

wkqik

⟨qiqj⟩ =
K∑
k=1

wk(qikqjk)

と計算される. ただし重み wk は規格化されているものとする.

原子座標から主成分座標への変換行列 Pt は, 原子座標の分散共分散行列Rの標準固有値問題 (対角化)から

得られる.

RP = PΛ (17.10)

ここで Λは対角行列である. その成分 λa(a = 1, 2, · · · , 3N) は固有値であり, 主成分座標方向の分散を表す:

λa = ⟨σ2
ak⟩. 事前に原子座標に対して best fitをして並進と回転の自由度を取り除いている場合, 6つの固有値

がゼロとなる. 行列 Pの各列は, 分散共分散行列Rの固有ベクトル ua である:

P =
[
u1 u2 · · · u3N

]
. (17.11)

固有ベクトル ua は a番目の主成分軸に対応する. また, 固有ベクトルは規格化されているものとする. つまり,

変換行列は PPt = PtP = I を満たす. 原子座標Qは平均構造からの変位であることから, 座標軸の原点は分

布の平均値になっている.

主成分座標 Σ = {σak}を得るには, Qを主成分座標に射影すればよい:

Σ = {σak} = PtQ. (17.12)

{σak}の a行目の列ベクトル (k = 1, 2, · · · ,K)は第 a主成分座標の時系列 σa(tk)であり, 具体的に次のよう

に計算される:

σa(tk) =


u
(1)
1 u

(2)
1 · · · u

(3N)
1

u
(1)
2 u

(2)
2 · · · u

(3N)
2

...
...

. . .
...

u
(1)
3N u

(2)
3N · · · u

(3N)
3N




Q1(tk)
Q2(tk)

...
Q3N (tk)

 (17.13)

=


u
(1)
1 Q1(tk) + u

(2)
1 Q2(tk) + · · ·u(3N)

1 Q3N (tk)

u
(1)
2 Q1(tk) + u

(2)
2 Q2(tk) + · · ·u(3N)

2 Q3N (tk)
...

u
(1)
3NQ1(tk) + u

(2)
3NQ2(tk) + · · ·u(3N)

3N Q3N (tk)

 . (17.14)

λa は σak の k に関する分散であることから次の式が成立する:

λa = ⟨σ2
ak⟩ =

3N∑
i=1

v2ik⟨q2ak⟩. (17.15)

また, 分散の総和への主成分 aの寄与率は

λa∑3N−6
a′=1 λa′

(17.16)

から計算することができる.
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Σを標準偏差である λ−
1
2 でスケールして

Ut = λ−
1
2Σ = λ−

1
2PtQ (17.17)

とすると, UtU = Iである. K × 3N 行列Qt の特異値分解

Qt = Uλ
1
2Pt (17.18)

からも変換行列 Pt を得ることができる.

エネルギー面が完全に多次元のパラボラとなっている時は, 得られる変換行列は基準振動解析の値と一致す

る. この時, 固有値 λa は固有振動数 ωa と, 次の関係を持つ [2, 3, 4]:

λa =
kBT

ω2
a

. (17.19)

17.3 PCAの実行例

簡単な例題を通して, PCAがどのように実行されるかを確認する. このような例は, プログラムを実装した

ときのデバッグに役に立つ.

17.3.1 PCAを解析的実行した例 1

次のデータの集合 {xi}を考える:

x1 = (1, 2), x2 = (2, 4), x3 = (3, 6) (17.20)

あるいは, データの平均がゼロになるようにシフトしたデータの集合 {x′
i}

x′
1 = (−1,−2), x′

2 = (0, 0), x′
3 = (1, 2) (17.21)

を考えても得られる主成分軸は変わらないが, 今回は元の集合 {xi}を考えていく. *2 分散共分散行列は,[
⟨x2⟩ − ⟨x⟩2 ⟨xy⟩ − ⟨x⟩⟨y⟩
⟨xy⟩ − ⟨x⟩⟨y⟩ ⟨y2⟩ − ⟨y⟩2

]
=

[
1+4+9

3 −
(
1+2+3

3

)2 2+9+18
3 −

(
1+2+3

3

) (
2+4+6

3

)
2+9+18

3 −
(
1+2+3

3

) (
2+4+6

3

)
4+16+36

3 −
(
2+4+6

3

)2
]

=

[
0.666 . . . 1.333 . . .
1.333 . . . 2.666 . . .

]
と計算される. 分散共分散行列の固有値と固有ベクトルを求めると

λ1 = 3.333 . . . , u1 = (0.45, 0.89)t (17.22)

λ2 = 0.000 . . . , u2 = (−0.89, 0.45)t (17.23)

を得る. 最後に, 元のデータを主成分軸上に射影する. 通常平均値が主成分軸の原点になるようにするので, シ

フトしたデータの集合 {x′
i}を主成分軸上に射影して, 新たな座標の集合 yを得る.

y =

[
0.45 0.89
−0.89 0.45

] [
−1 0 1
−2 0 2

]
(17.24)

≃
[
−2.23 0 2.23

0 0 0

]
(17.25)

*2 実際は, シフトしたデータの集合 {x′
i}を用いた方が, 分散共分散行列の ⟨x⟩や ⟨y⟩項が 0となるため, 計算が楽である.
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17.3.2 PCAを解析的実行した例 2

次のデータの集合 {xi}を考える:

x1 = (1, 1), x2 = (3, 3), x3 = (5, 5),

x4 = (2, 4), x5 = (4, 2)

なお, データ点の平均値は xave = (3, 3) である. データの平均がゼロになるようにシフトしたデータの集合

{x′
i}は

x′
1 = (−2,−2), x′

2 = (0, 0), x′
3 = (2, 2),

x′
4 = (−1, 1), x′

5 = (1,−1),

である. 分散共分散行列は,[
⟨x2⟩ − ⟨x⟩2 ⟨xy⟩ − ⟨x⟩⟨y⟩
⟨xy⟩ − ⟨x⟩⟨y⟩ ⟨y2⟩ − ⟨y⟩2

]
=

[
4+0+4+1+1

5
4+0+4−1−1

5
4+0+4−1−1

5
4+0+4+1+1

5

]
=

[
2 1.2
1.2 2

]
分散共分散行列の固有値と固有ベクトルを求めると

λ1 = 3.2 u1 = (0.71, 0.71)t (17.26)

λ2 = 0.8 u2 = (−0.71, 0.71)t (17.27)

を得る. 最後に, 元のデータを主成分軸上に射影する. 通常平均値が主成分軸の原点になるようにするので, シ

フトしたデータの集合 {x′
i}を主成分軸上に射影して, 新たな座標の集合 yを得る.

y =

[
0.71 0.71
−0.71 0.71

] [
−2 0 2 −1 1
−2 0 2 1 −1

]
(17.28)

≃
[
−2.84 0 2.84 0 0

0 0 0 1.42 −1.42

]
(17.29)
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第 18章

タンパク質の 2次構造判定：Dictionary of

Protein Secondary Structure (DSSP)

本章では, タンパク質の 2 次構造を判定するのによく使われるアルゴリズムである Dictionary of Protein

Secondary Structure (DSSP)[1] を解説する. DSSP は主鎖のカルボニル基 (-CO) とイミノ基 (-NH) 間の静

電相互作用エネルギーから水素結合を判定し, 水素結合のパターンでヘリックスやシートなどの 2次構造を判

定するアルゴリズムである.

18.1 水素結合による構造

18.1.1 水素結合の定義

DSSP判定ではタンパク質の主鎖の C, O原子上に (+q1, − q1), N, H原子上に (−q2, + q2) の部分電荷を

割り振り, それらの静電相互作用によって水素結合を判定する:

E = q1q2

{
1

rON
+

1

rCH
− 1

rCH
− 1

rCN

}
∗ f. (18.1)

ここで q1 = 0.42e, q2 = 0.20e, eは電荷素量, rAB は原子 A, B間の距離 (Å)である. また, f = 332は無次元

の係数であり, E の単位は kcal/molである.

静電相互作用 E が −0.5kcal/molよりも小さいとき, i番目の残基の C=Oと j 番目の残基の N-H 間で水素

結合が形成されていると定義する:

Hbond[i, j] ≡ [E < −0.5 kcal/mol]. (18.2)

18.1.2 基本構造: nターン

■ターン構造の定義 i番目のアミノ酸主鎖の CO基と i+ n番目のアミノ酸主鎖の NH基が水素結合を形成

している時, i番目の残基に nターン構造を割り当てる.

nTurn[i] ≡ Hbond[i, i+ n], n = 3, 4, 5. (18.3)
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18.1.3 基本構造：平行/反平行ブリッジ

平行/反平行ブリッジを判定する際には, 重なりの無い 2つの領域 [i− 1, i, i+ 1], [j − 1, j, j + 1]を考え

る. つまり, i番目と j 番目のアミノ酸は 3残基以上離れている必要がある.

■平行ブリッジの定義 i番目と j番目のアミノ酸残基間の平行ブリッジを以下の 2つの水素結合パターンで

定義する:

ParallelBridge [i, j] ≡

{
Hbond[i− 1, j] and Hbond[j, i+ 1], or

Hbond[j − 1, i] and Hbond[i, j + 1].
(18.4)

■反平行ブリッジの定義 i番目と j番目のアミノ酸残基間の反平行ブリッジを以下の 2つの水素結合パター

ンで定義する:

AntiparallelBridge [i, j] ≡

{
Hbond[i, j] and Hbond[j, i], or

Hbond[i− 1, j + 1] and Hbond[j − 1, i+ 1].
(18.5)

18.1.4 協同的構造：ヘリックス

■ヘリックスの定義 ヘリックスは 2つの連続したターンで定義される.

3Helix[i, i+ 2] ≡ [3Turn[i− 1] and 3Turn[i]], (18.6)

4Helix[i, i+ 3] ≡ [4Turn[i− 1] and 4Turn[i]], (18.7)

5Helix[i, i+ 4] ≡ [5Turn[i− 1] and 5Turn[i]]. (18.8)

例えば 4Helixの場合, Hbond[i− 1, i+ 3]と Hbond[i, i+ 4]の形成が 4Helixの判定に必要であると言い換

えられる. つまり, i + 1, i + 2 番目の残基の水素結合は必要としないことに注意されたい. 3Helix, 4Helix,

5Helixはそれぞれ, 一般的に 310Helix, αHelix, πHelixと呼ばれる.

18.1.5 協同的構造：β ラダー, β シート構造

■ラダー構造の定義 ラダー構造はブリッジ構造を基に判定される:

ladder ≡ ′′連続した同じ種類のブリッジの集合′′ (18.9)

■シート構造の定義 シート構造はラダー構造を基に判定される:

sheet ≡ ′′残基を共有して結合しているラダーの集合′′ (18.10)

18.1.6 2次構造に関連する量: TCO

■TCOの定義 i番目の残基の C=Oと i − 1番目の残基の C=Oが成す角度を θ とする. TCOは, cos θ で

定義される:

TCO(i) ≡ cos θ (18.11)

=

−→
CO[i] ·

−→
CO[i−1]

|
−→
CO[i]||

−→
CO[i−1]|

. (18.12)

αヘリックス構造の場合, TCO ≈ 1 (つまり, θ ≈ 0)となる. 一方, β シート構造の場合, TCO ≈ −1 (つま
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り, θ ≈ π)となる.

18.2 幾何構造

18.2.1 幾何構造に関連する量: Kappa

■Kaapaの定義 i番目の残基に対する Kappaは, i− 2, i, i+2番目の残基の 3つの Cα 原子の結合角で定義

される:

Kappa(i) ≡ Angle [{Cα(i)−Cα(i− 2)} , {Cα(i+ 2)−Cα(i)}] . (18.13)

あるいは,

r1 = Cα(i− 2)−Cα(i),　 (18.14)

r2 = Cα(i+ 2)−Cα(i), (18.15)

θ = arccos

(
r1 · r2
r1r2

)
, (18.16)

とすれば,

Kappa = 180.0− θ (18.17)

と計算される.

18.2.2 幾何構造に関連する量: Alpha

■Alphaの定義 i番目の残基に対する Alphaは, i− 1, i, i+ 1, i+ 2番目の残基の 4つの Cα 原子の二面角

で定義される:

Alpha(i) ≡ Dihedral {Cα(i− 1), Cα(i), Cα(i+ 1), Cα(i+ 2)} . (18.18)

18.2.3 幾何構造に関連する量: 主鎖の二面角 ϕ

■主鎖の二面角 ϕの定義 i番目の残基の主鎖に対する ϕは以下のように定義される:

ϕ(i) ≡ Dihedral {C(i− 1), N(i), Cα(i), C(i)} . (18.19)

18.2.4 幾何構造に関連する量: 主鎖の二面角 ϕ

■主鎖の二面角 ψ の定義 i番目の残基の主鎖に対する ψ は以下のように定義される:

ψ(i) ≡ Dihedral {N(i), Cα(i), C(i), N(i+ 1)} . (18.20)



第 18章 タンパク質の 2次構造判定：Dictionary of Protein Secondary Structure (DSSP) 264

18.2.5 曲がった構造 (Bend)

■Bend構造の定義 Kappa(i)が 70◦ 以上の時, i番目の残基を Bend構造と判定する.

Bend(i) ≡ [Kappa(i) > 70◦] (18.21)

18.2.6 キラリティー (Chirality)

■Chiralityの定義 i番目の残基のキラリティーは, Alpha(i)の値を元にして判定する:

Chiraliry(i) =

{
−, if −180◦ < Alpha(i) < 0◦

+, if 0◦ < Alpha(i) < 180◦
(18.22)
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第 19章

自己相関関数

19.1 自己相関関数の定義

自己相関関数 C(τ)は

C(τ) =
⟨x(t)x(t+ τ)⟩ − ⟨x(t)⟩⟨x(t+ τ)⟩

⟨x(t)x(t)⟩ − ⟨x(t)⟩2
(19.1)

と計算される.

19.2 解析的に自己相関関数が計算できる関数の例

ここでは解析的に自己相関関数が計算できる例として, 正弦波と余弦波の自己相関関数を紹介する. このよ

うな例はプログラムを実装したときの確認として役に立つ.

19.2.1 正弦波の自己相関関数

正弦波を
x(t) = a sin(ωt+ ϕ) (19.2)

とおく. 時刻 t+ τ での正弦波は

x(t+ τ) = a sin(ω(t+ τ) + ϕ) (19.3)

= a sin(ωt+ ϕ) cos(ωτ) + a cos(ωt+ ϕ) sin(ωτ) (19.4)

であるので, その積は

x(t)x(t+ τ) = a2 sin2(ωt+ ϕ) cos(ωτ) + a2 sin(ωt+ ϕ) cos(ωt+ ϕ) sin(ωτ) (19.5)

=
a2

2
[1− cos(2ωt+ 2ϕ)] cos(ωτ) +

a2

2
[sin(2ωt+ 2ϕ)] sin(ωτ) (19.6)

=
a2

2
[cos(ωτ) + sin(2ωt+ 2ϕ) sin(ωτ)− cos(2ωt+ 2ϕ) cos(ωτ)] (19.7)

=
a2

2
[cos(ωτ)− cos(2ωt+ 2ϕ+ ωτ)] (19.8)

と計算される. 続いて自己相関関数の計算に必要な平均を求めていく.

⟨x(t)⟩ = ⟨a sin(ωt+ ϕ)⟩ = 0 (19.9)
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⟨x(t+ τ)⟩ = ⟨a sin(ωt+ ϕ) cos(ωτ) + a cos(ωt+ ϕ) sin(ωτ)⟩ (19.10)

= a[cos(ωτ)⟨sin(ωt+ ϕ)⟩+ sin(ωτ)⟨cos(ωt+ ϕ)⟩] (19.11)

= 0 (19.12)

⟨x(t)x(t+ τ)⟩ = a2

2
⟨cos(ωτ)− cos(2ωt+ 2ϕ+ ωτ)⟩ (19.13)

=
a2

2
cos(ωτ) (19.14)

⟨x(t)x(t)⟩ = ⟨a2 sin2(ωt+ ϕ)⟩ (19.15)

= a2⟨sin2(ωt+ ϕ)⟩ (19.16)

以上を用いると, 自己相関関数は

C(τ) =
⟨x(t)x(t+ τ)⟩ − ⟨x(t)⟩⟨x(t+ τ)⟩

⟨x(t)x(t)⟩ − ⟨x(t)⟩2
(19.17)

=
a2

2 cos(ωτ)

a2⟨sin2(ωt+ ϕ)⟩
(19.18)

=
1

2

cos(ωτ)

⟨ 1−cos(2ωt+2ϕ)
2 ⟩

(19.19)

=
1

2

cos(ωτ)
1
2 [1− ⟨cos(2ωt+ 2ϕ)⟩]

(19.20)

= cos(ωτ) (19.21)

と計算される. まとめると, 正弦波の自己相関関数は余弦波となる.

19.2.2 余弦波の自己相関関数

余弦波を
x(t) = a cos(ωt+ ϕ) (19.22)

とおく. 時刻 t+ τ での正弦波は

x(t+ τ) = a cos(ω(t+ τ) + ϕ) (19.23)

= a cos(ωt+ ϕ) cos(ωτ) + a sin(ωt+ ϕ) sin(ωτ) (19.24)

であるので, その積は

x(t)x(t+ τ) = a2 cos2(ωt+ ϕ) cos(ωτ)− a2 sin(ωt+ ϕ) cos(ωt+ ϕ) sin(ωτ) (19.25)

=
a2

2
[1 + cos(2ωt+ 2ϕ)] cos(ωτ)− a2

2
[sin(2ωt+ 2ϕ)] sin(ωτ) (19.26)

=
a2

2
[cos(ωτ) + cos(2ωt+ 2ϕ) cos(ωτ)− sin(2ωt+ 2ϕ) sin(ωτ)] (19.27)

=
a2

2
[cos(ωτ) + cos(2ωt+ 2ϕ+ ωτ)] (19.28)
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と計算される. 続いて自己相関関数の計算に必要な平均を求めていく.

⟨x(t)⟩ = ⟨a cos(ωt+ ϕ)⟩ = 0 (19.29)

⟨x(t+ τ)⟩ = ⟨a cos(ωt+ ϕ) cos(ωτ)− a sin(ωt+ ϕ) sin(ωτ)⟩ (19.30)

= a[cos(ωτ)⟨cos(ωt+ ϕ)⟩ − sin(ωτ)⟨sin(ωt+ ϕ)⟩] (19.31)

= 0 (19.32)

⟨x(t)x(t+ τ)⟩ = a2

2
cos(ωτ) (19.33)

⟨x(t)x(t)⟩ = ⟨a2 cos2(ωt+ ϕ)⟩ (19.34)

= a2⟨1
2
[1 + cos(2ωt+ 2ϕ)]⟩ (19.35)

=
a2

2
(19.36)

以上を用いると, 自己相関関数は

C(τ) =
⟨x(t)x(t+ τ)⟩ − ⟨x(t)⟩⟨x(t+ τ)⟩

⟨x(t)x(t)⟩ − ⟨x(t)⟩2
(19.37)

=
a2

2 cos(ωτ)
a2

2

(19.38)

= cos(ωτ) (19.39)

と計算される. まとめると, 余弦波の自己相関関数は余弦波となる.
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第 20章

慣性半径 (Radius of Gyration)

慣性半径 Rg は,

Rg =

√√√√∑N
i=1mir2i∑N
i=1mi

(20.1)

で計算される. ここで, N は原子数, ri は重心からの距離であり, mi は原子の質量である. 分子の重心は,

rcom =

∑N
i=1miri∑N

i=1

(20.2)

のように計算できる. 慣性半径は, 分子の拡がり具合 (質量がどの程度広がりを持って分布しているか)を表す

指標として用いられる. また, 慣性半径は X線小角散乱から実験的に求めることもできるため, 分子動力学シ

ミュレーションと実験を比較するときにも使用される.
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第 21章

平均 2乗偏差 (RMSD: Root Mean Square

Deviation)

2つの N 原子系の構造を重ね合わせることを考える. 各原子の座標ベクトルの組を xn, yn と表す. xn は重

ね合わせの対象となる構造 (target), yn は重ね合わせの参照構造 (model)である. nの範囲は 1 ≤ n ≤ N で

ある. 座標ベクトルをまとめて 3×N 行列 X と Y で表す. X と Y の n列目はそれぞれ xn と yn である. 直

交変換 (剛体の回転) U と並進移動 t を用いて,

E ≡ 1

N

N∑
n=1

wn|Uxn + t− yn|2 (21.1)

を定義する. wn は各原子に対する重みであるが, 通常 wn = 1として取り扱うので, 以降では wn を取り除い

た表式を考える. RMSDは E の最小値の平方根で定義される:

RMSD =
√
Emin. (21.2)

RMSDの計算は, E を最小化するような剛体の回転並進移動を求める問題へと帰着する. 回転行列を求める方

法はいくつか提案されている. 例えば, W. Kabschが提案した Lagrangeの未定乗数法から計算する方法 [1, 2]

や, 特異値分解を用いた方法 [3], 四元数を用いた方法 [3, 4, 5]などが提案されている.

21.1 並進移動 tの計算

まずはじめに並進移動 tを考える. E の極値は

N∑
n=1

(Uxn + t− yn) = 0 (21.3)

を満たすので, これを解くと並進移動 tは

t =
1

N

N∑
n=1

yn − U
1

N

N∑
n=1

xn

= ỹ − U x̃ (21.4)

と求まる. ここで x̃と ỹは重心座標である. 新たな座標

x̃n = xn − x̃, (21.5)

ỹn = yn − ỹ, (21.6)
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を導入すると, 計算すべき E は以下のように書き直すことができる:

E =
1

N

N∑
n=1

|U x̃n − ỹn|2 =
1

N

N∑
n=1

|x̃′
n − ỹn|2. (21.7)

まとめると, 並進移動 tは 2つの構造の重心を原点に移動させる操作である. これから見ていく計算について

は, 事前に構造の重心を原点に移動させたものとしてチルダを省略して書くことにする.

21.2 Lagrange未定乗数法を使う場合 [1, 2]

21.2.1 直交変換 U の導出

直交行列 U = {uij}の拘束条件 (直交条件)
∑K
k=1 ukiukj − δij = 0 のもとで, 以下の関数の極値を求める:

E =

N∑
n=1

wn|Uxn − yn|2. (21.8)

ラグランジュの未定乗数である対称行列 L = {lij}と, その補助関数

F =
∑
i,j

lij

(
K∑
k=1

uklukj − δij

)
(21.9)

を定めると, ラグランジュ関数は

G = E + F (21.10)

=

N∑
n=1

wn|Uxk − yk|2 +
∑
i,j

lij

(
K∑
k=1

ukiukj − δij

)
(21.11)

となる. それぞれの異なる直交条件について独立した lij が得られるので, 拘束条件下での E の極小値は Gの

極小値の中に含まれている. Gが極小値を持つ条件は,

∂G

∂uij
=

K∑
k=1

uik

(
N∑
n=1

wnxnkxnj + lkj

)
−

N∑
n=1

wnynixnj = 0 (21.12)

であることと,

∂2G

∂umk∂uij
= δml(

N∑
n=1

wnynkxnj + lkj) (21.13)

が正値行列の要素であることである. xnk と ynk はそれぞれ xn と yn の k番目の要素である. ここで対称行列

Rij =
∑
n

wnynixnj (21.14)

Sij =
∑
n

wnxnixnj (21.15)

を定義すると, 式 (21.12)は

U(S + L) = R (21.16)

と書き直せる. 式 (21.13)より i = m = 1に対して, ラグランジュ関数 Gの極小値は S + Lが正値であること
を必要とする.
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式 (21.8)が極値となる直交行列 U を求めていく. それには U が直交となるような, ラグランジュの未定乗

数の対称行列 Lを見つければ良い. 式 (21.16)の両辺にそれぞれの転置行列を作用させると,

[U(S + L)]t[U(S + L)] = (S + L)tU tU(S + L) (21.17)

= (S + L)t(S + L) (21.18)

= (S + L)(S + L) (21.19)

= RtR. (21.20)

となる. RtRは正値対称行列であるので

RtR = PΛPt = PΛ 1
2PtPΛ 1

2Pt (21.21)

と対角化できる. RtRは固有値 λk と固有ベクトル ak を持つ. S +Lも正値対称行列であるので, 固有値
√
λk

と規格化された固有ベクトル ak を持つ. 対角化の表式から一般的な解として,

S + L = {lij + sij} =
N∑
k=1

akiakj · σk
√
λk (21.22)

を得る. ここで, σk = ±1となる量を導入した. 単位ベクトル bk を

bk = Uak =
1

σk
√
λk
U(S + L)ak =

1

σk
√
λk
Rak (21.23)

と定義すると, 直交行列 U は最終的に

uij =

K∑
k=1

bklakj (21.24)

と計算される. 極値点における E は

E =

N∑
n=1

wn|Uxn − yn|2 (21.25)

=

N∑
n=1

wn
(
x2
n + y2

n

)
− 2

N∑
n=1

wnyn · (Uxn) (21.26)

=

N∑
n=1

wn
(
x2
n + y2

n

)
− 2

N∑
n=1

wn

{
K∑
k=1

(bk · yk)(xk · ak)

}
(21.27)

=

N∑
n=1

wn
(
x2
n + y2

n

)
− 2

K∑
k=1

bk · (Rak) (21.28)

=

N∑
n=1

wn
(
x2
n + y2

n

)
− 2

K∑
k=1

σk
√
λk (21.29)

と計算される. 全ての k について σk = −1の時, E は最大となる. 一方, 全ての k について σk = 1の時, E は

最小となる.

もし det[R] > 0 であるならば, E の最小値に対応する直交行列 U は適切な回転を与える. しかし,

det[R] < 0 の場合, E の最小値に対して不適切な回転を与えてしまう. この場合, 最も適切な回転に対応す

る E の最小値は, σ1 = σ2 = 1, σ3 = −1 となる. ただし, λ3 が最も小さい固有値であることを仮定した.

det[R] < 0の時, 固有値が縮退していると, 最も適切な回転行列を一意に決めることができない.
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21.2.2 アルゴリズム

1. 2つの構造の重心が原点となるように平行移動させる.

2. RtRを計算し, 固有値 λk と対応する固有ベクトル ak を求める. 固有値は λ1 ≥ λ2 ≥ λ3 となるように

ソートする. また右手系となるように, a3 = a1 × a2 と設定する.

3. Rak (k = 1, 2, 3)を計算する. 最初の二つのベクトルを規格化して, b1,b2 を得る. b3 = b1 × b2 と設

定する. λ2 ≥ λ3 = 0となっていないか確認する.

4. 回転行列 U を計算する. もし b3 · (Ra3) < 0の時, σ3 = −1とする. それ以外の場合は σ3 = 1とする.

これを用いて E の最小値を計算することができる.
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21.3 特異値分解を用いた方法 [3]

21.3.1 直交変換 U の導出

式 (21.7)を変形すると

NE =

N∑
k=1

|x′
k − yk|2

= Tr[(X ′ − Y)t(X ′ − Y)]
= Tr[X ′tX ′] + Tr[YtY]− 2Tr[YtX ′]

=

N∑
k=1

|xk|2 + |yk|2 − 2Tr[YtX ′]

を得る. したがって, E の最小化問題は Tr[Y ′tX ′]の最大化問題に帰着する. トレースの値は行列の演算の順を

入れ替えても同じ値となるため,

Tr[YtX ′] = Tr[YtUX ] = Tr[XYtU ] = Tr[RU ] (21.30)

が成立する. 最後の式変形で, 以下のように定義される相関行列Rを導入した:

R ≡ XYt =

N∑
k=1

xky
t
k, (21.31)

→ Rij =

N∑
k=1

xikyjk (i, j = 1, 2, 3). (21.32)

相関行列Rは

R = VΣWt (21.33)

のように特異値分解できる. V は左特異ベクトル, W は右特異ベクトル, Σ は特異値行列 (the positive

semidefininite diagonal matrix of singular values) である. 相関行列 Rの i番目の特異値を σi とおく. 相関

行列Rの特異値分解により

Tr[RU ] = Tr[VΣWtU ] = Tr[ΣWtUV ] =
3∑
i=1

σiw
t
iUvi =

3∑
i=1

σiTii (21.34)

を得る. ここで直交行列 T =WtUV を導入した. |Tii| ≤ 1であるので,

Tr[YtX ′] ≤
3∑
i=1

σi (21.35)

である. Tr[Y ′tX ′]の最大値は

Tr[YtX ′] =

3∑
i=1

σi (21.36)
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であるので, 式 (21.30)より E の最小値は

Emin =
1

N

N∑
k=1

|xk|2 + |yk|2 −
2

N
(σ1 + σ2 + χσ3) (21.37)

と計算される. この時, Tr[Y ′tX ′] =
∑N
i=1 σi であるので, 回転行列 U は

U =WVt (21.38)

となる. しかし, この行列は特異ベクトル行列W あるいは V が異なるカイラリティ, つまり det[R] < 0の時,

不適切な回転になる. このような場合, もっとも適切な回転は

Uvi = +wi (for i = 1, 2) (21.39)

Uvi = −wi (for i = 3) (21.40)

で与えられることが示せる (例えば, X から Y への回転を表すためにオイラー角を利用する). このような理由

で E の最小値は

Emin =
1

N

N∑
k=1

|xk|2 + |yk|2 −
2

N
(σ1 + σ2 + χσ3) (21.41)

と計算される. ここで, χ = sgn[detR]であり, σi は相関行列 Rの i番目の特異値で, σ1 ≥ σ2 ≥ σ3 ≥ 0を満

たす. この時, ターゲット構造と参照構造の最適な重ね合わせを実現する回転行列は

U =W

 1
1

χ

Vt (21.42)

となる.
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21.4 四元数を用いる方法 [3, 4, 5]

21.4.1 直交変換 U の導出

xk と yk を純四元数を用いて,

x̂k = [0, xk], (21.43)

ŷk = [0, yk] (21.44)

と拡張する. また座標の回転行列は

[0, U(q̂)xk] = q̂x̂k q̂
c (21.45)

で書かれる. E の四元数表示 Eq は

Eq =
1

N

N∑
n=1

(q̂x̂k q̂
c − ŷk)(q̂x̂k q̂c − ŷk)c (21.46)

である. 式 (21.46)を展開すると,

NEq =

N∑
n=1

{(q̂x̂k q̂c)(q̂x̂k q̂c)c + ŷkŷ
c
k − (q̂x̂k q̂

c)ŷck − ŷk(q̂x̂k q̂c)c}

=

N∑
n=1

{x̂kx̂ck + ŷkŷ
c
k + (q̂x̂k q̂

c)ŷk + ŷk(q̂x̂k q̂
c)} (21.47)

となる. 途中式展開において, q̂q̂c = 1であることと, 純四元数の性質である ŷck = −ŷ であることを使用した.

さらに純四元数において, âb̂+ b̂â = 2[−a · b, 0] = 2[{âb̂}0, 0]が成立するので, 式 (21.47)の最後の 2項は

(q̂x̂k q̂
c)ŷk + ŷk(q̂x̂k q̂

c) = 2[{ŷk(q̂x̂k q̂c)}0, 0] (21.48)

と計算される. さらに補足で定義されている AL, AR と L = (q0, q1, q2, q3)
t を用いると

2{ŷk(q̂x̂k q̂c)}0 = 2{(ŷk q̂x̂k)q̂c}0
= 2LtAL(yk)AL(xk)L (21.49)

と書き直せることから,

NEq =

N∑
n=1

(|xk|2 + |yk|2)− 2LtFL (21.50)

を得る. ここで

F = −
N∑
n=1

AL(yk)AR(xk) (21.51)

と定義した. 成分をあらわに書き下すと,

F =


R11 +R22 +R33 R23 −R32 R31 −R13 R12 −R21

R23 −R32 R11 −R22 −R33 R12 +R21 R13 +R31

R31 −R13 R12 +R21 −R11 +R22 −R33 R23 +R32

R12 −R21 R13 +R31 R23 +R32 −R11 −R22 +R33

 (21.52)
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となる. ここで,

Rij =

N∑
n=1

xikyjk, for i, j = 1, 2, 3, (21.53)

である. Eq の最小値を求める問題は, 2次形式 LtFLの最大値を LtL = 1の拘束条件のもとで求める問題に

なっている. LtFLは対称行列 F のレイリー商であるので, その最大値は F の最も大きい固有値 λmax に等し

い. したがって, 固有値問題

FL = λL (21.54)

を解けばいい. λは固有値, Lは固有ベクトルである. Lの各成分は四元数である. つまり, 固有ベクトル Lの
成分 q0, q1, q2, q3 を用いれば, Eq の極値を与えるような回転行列を得ることができる:

U(q) =

 q20 + q21 + q22 − q23 2(q1q2 − q0q3) 2(q1q3 + q0q2)
2(q1q2 + q0q3) q20 − q21 + q22 − q23 2(q2q3 − q0q1)
2(q1q3 − q0q2) 2(q2q3 + q0q1) q20 − q21 − q22 + q23

 . (21.55)

一方で, Best-fit RMSD eq は次のように計算される:

eq =
√
min{Eq} =

√√√√ 1

N

{
N∑
n=1

(|xk|2 + |yk|2)− 2λmax

}
, (21.56)

ここで λmax は行列 Lの最大の固有値である.
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21.5 補足 (数学の基礎)

21.5.1 四元数 [6, 7, 8, 3, 4, 5]

四元数は複素数の一般化である. 複素数は 2つの実数を用いて a+ ibと表され, 平面のベクトルに対応する

ことはよく知られている. 四元数は複素数を空間に拡張したものである. 四元数を用いると, オイラー角の回転

に存在する特異点を無くすことができるなどのメリットがある.

四元数の表記

四元数 q̂ はスカラー部分 q0 とベクトル部分 q = (q1, q2, q3)から構成され,

q̂ = q0 + q1i+ q2j+ q3k (21.57)

あるいは 4成分のベクトルを用いて

q̂ = [q0, q1, q2, q3] ≡ [q0,q] (21.58)

で表される. ここで uは単位要素である. 基底ベクトル i, j,kは複素数的な性質を持つ:

i2 = j2 = k2 = ijk = −u, ij = −ji = k, jk = −kj = i, ki = −ik = j. (21.59)

恒等四元数, 共役四元数, ノルム, 逆四元数

恒等四元数 1̂, 共役四元数 q̂c, 二乗ノルム N(q̂), 逆四元数 q̂−1 を以下のように定義する:

1̂ ≡ [1,0], (21.60)

q̂c ≡ [q0,−q], (21.61)

N(q̂) ≡ q̂cq̂ = q̂q̂c = q20 + q · q, (21.62)

q̂−1 ≡ qc

N(q̂)
=

[q0,−q]
N(q̂)

. (21.63)

和, 積 (外積)

四元数の和と積は

p̂+ q̂ = [p0 + q0, p+ q], (21.64)

p̂q̂ = [p0q0 − p · q, p0q+ q0p+ p× q] (21.65)

と計算される. 四元数の積では一般に結合法則 â(b̂ĉ) = (âb̂)ĉは成り立つが, 非可換 âb̂ ̸= b̂âである. 四元数の

積の式は, 次の計算から確かめることができる:

(p0 + p1i+ p2j+ p3k)(q0 + q1i+ q2j+ q3k)

= p0q0 − p1q1 − p2q2 − p3q3
+(p0q1 + p1q0 + p2q3 − p3q2)i
+(p0q2 + p2q0 + p3q1 − p1q3)j
+(p0q3 + p3q0 + p1q2 − p2q1)k. (21.66)
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四元数の積は行列の積で表すことができる. 四元数の積を計算すると,

p̂q̂ =


p0q0 − p1q1 − p2q2 − p3q3
p1q0 + p0q1 − p3q2 + p2q3
p2q0 + p3q1 + p0q2 − p1q3
p3q0 − p2q1 + p1q2 + p0q3

 (21.67)

=


p0 −p1 −p2 −p3
p1 p0 −p3 p2
p2 p3 p0 −p1
p3 −p2 p1 p0




q0
q1
q2
q3

 (21.68)

=


q0 −q1 −q2 −q3
q1 q0 q3 −q2
q2 −q3 q0 q1
q3 q2 −q1 q0




p0
p1
p2
p3

 (21.69)

となる. そこで, 行列 AR と AL を

AR(p̂) =


p0 −p1 −p2 −p3
p1 p0 −p3 p2
p2 p3 p0 −p1
p3 −p2 p1 p0

 , AL(p̂) =


p0 −p1 −p2 −p3
p1 p0 p3 −p2
p2 −p3 p0 p1
p3 p2 −p1 p0

 (21.70)

と定義することで, 四元数の積を次のように表すことができる:

p̂q̂ ≡ AL(p̂)L, p̂は左からq̂に作用する, (21.71)

q̂p̂ ≡ AR(p̂)L, p̂は右からq̂に作用する. (21.72)

ただし, L = (q0, q1, q2, q3)
t は四元数 q̂ の 4成分列ベクトル表示である.

共役四元数, 逆四元数の積に関して次の関係式が成立する:

(p̂q̂)c = q̂cp̂c, (21.73)

(p̂q̂)−1 = q̂−1p̂−1. (21.74)

純四元数

第 0成分の値がゼロの四元数 q̂ = (0,q)を純四元数と呼ぶ. 純四元数の場合, 積と共役四元数は

p̂q̂ = [−p · q, p× q], (21.75)

q̂c = (0,−q) = −q̂, (21.76)

と計算される.

内積

四元数の内積は

p̂ · q̂ = p0q0 + p · q (21.77)

と計算される. ベクトルの内積と同様, 四元数の内積もスカラーである.
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21.5.2 四元数を用いた剛体の回転

回転を表す四元数

回転角 (スカラー)と回転軸 (ベクトル)の 4成分によって剛体の回転を四元数で表せる. 回転角 θ と単位ベ

クトル vを用いて, 次の四元数を定義する:

q̂ =

[
cos

θ

2
, v sin

θ

2

]
(21.78)

座標系を空間に固定して位置ベクトルを回転する場合

r = [0, r]を座標系を固定したまま位置ベクトルの回転によって得られた座標を r′ = [0, r′]とする. r′ と r

は

r′ = q̂rq̂c, [0, r′] = [q0, q][0, r][q0, − q] ≡ [0, U(q)r] (21.79)

の関係で結ばれる. これを具体的に計算すると,

[0, r′] = [q0, q][0, r][q0, − q]

= [−q · r, q0r+ q× r][q0, − q]

= [0, (q · r)q+ q20r+ 2q0(q× r) + q× (q× r)]

= [0, (qq) · r+ q20r+ 2q0(I× q) · r+ (q · r)q− (q · q)r]
= [0,

{
(q20 − |q|2)I+ 2(qq+ q0I× q)

}
· r]

となる. 途中, 第 3行目から第 4行目の展開において, parallel projection: (aa) ·b = (a ·b)a, cross operator:
a× b = (I× a) · b, A× (B×C) = (A ·C)B− (A ·B)C を用いた. 回転角と単位ベクトルを用いて,

[0, r′] = [0, {vv + (I− vv) cos θ + (I× v) sin θ} · r] (21.80)

ともかける. 3× 3の回転行列の成分を書き下すと次のようになる:

U(q) =

 q20 + q21 + q22 − q23 2(q1q2 − q0q3) 2(q1q3 + q0q2)
2(q1q2 + q0q3) q20 − q21 + q22 − q23 2(q2q3 − q0q1)
2(q1q3 − q0q2) 2(q2q3 + q0q1) q20 − q21 − q22 + q23

 . (21.81)

U は直交行列であるから U−1 = U t である.

点を空間に固定して座標系を回転する場合

r′ = [0, r′]は座標軸 r = [0, r]をの回転によって得られた新たな座標軸とする. r′

r′ = q̂crq̂, [0, r′] (21.82)

という変換で得られる. 具体的に計算すると,

[0, r′] = [0,U(q̂)r]
= [0,

{
(q20 − |q|2)I+ 2(qq+ q0v × I)

}
· r] (21.83)

= [0, {vv + (I− vv) cos θ + (v × I) sin θ} · r] (21.84)



第 21章 平均 2乗偏差 (RMSD: Root Mean Square Deviation) 281

を得る. 3× 3の回転行列は

U(q) =

 q20 + q21 + q22 − q23 2(q1q2 + q0q3) 2(q1q3 − q0q2)
2(q1q2 − q0q3) q20 − q21 + q22 − q23 2(q2q3 + q0q1)
2(q1q3 + q0q2) 2(q2q3 − q0q1) q20 − q21 − q22 + q23

 . (21.85)

とかける.

21.5.3 行列の対角化

ヤコビ法 [9]

ヤコビ法は実対称行列 (エルミート行列) の全ての固有値・固有ベクトルを求めるための数値的な解法であ

る. ヤコビ法では固有値が相似変換によって変化しないことを利用して, ある直交行列の列 G1, G2, G3 を用い

た相似変換

A1 = Gt
1AG1

A2 = Gt
2AG2

A3 = Gt
3AG3

により, 行列 Aが徐々に対角行列に近くようにする. Ak が十分に対角行列に近くなると, (すなわち非対角成

分の大きさが無視できる程度) その対角成分を固有値とみなせる.

Ak が与えられた時, Ak+1 を求めるには次のようにする. まず, Ak の絶対値の最大の要素を apq とする.

Ak → Ak+1 の変形ではこの要素を相似変換により 0にすることを考える. そのため, Gk として次の行列を用

いる.

Gk =



1
. . .

1
cos θ sin θ

1
. . .

1
− sin θ cos θ

1
. . .

1



(21.86)

Gk は単位行列の pp成分と qq を cos θ, pq 成分を sin θ, qp成分を − sin θ と置き直したものである. これは第

p行第 q 列の 2つの変数が作る平面内での回転行列であり, 直交行列である. Gk による相似変換を Givens変

換と呼ぶ. Givens 変換 Ak+1 = Gt
kAkGk では変化を被る要素を第 p 行または第 q 行に属する要素と第 p 列

または第 q 列に属する要素のみである. Ak の要素を aij , Ak+1 の要素を a′ij と書くと, a′ij は次のように表さ
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れる:

a′ij = aij (i ̸= p, q かつ j ̸= p, q)

a′pj = apj cos θ − apj sin θ (j ̸= p, q)

a′qj = apj sin θ + aqj cos θ (j ̸= p, q)

a′ip = aip cos θ − aiq sin θ (i ̸= p, q)

a′iq = aip cos θ + aiq sin θ (i ̸= p, q)

a′pp = app cos
2 θ + aqq sin

2 θ − 2apq sin θ cos θ

a′qq = app sin
2 θ + aqq cos

2 θ + 2apq sin θ cos θ

a′pq =
1

2
(app − aqq) sin 2θ + apq cos 2θ

ここで, 0にしたい要素は a′pq である. つまり

a′pq =
1

2
(app − aqq) sin 2θ + apq cos 2θ = 0 (21.87)

であるから,

tan 2θ =
−2apq

app − aqq
(21.88)

となるような回転角 θ をえらぶ. 以上の相似変換を繰り返すことで, 固有値が Ak+1 の対角成分として得られ

る. 固有ベクトルは

G1G2 · · ·Gk+1E (21.89)

の列ベクトルとして求まる.
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第 22章

溶媒接触表面積 (SASA: Solvent Accessible

Surface Area)

22.1 溶媒接触表面積について [1]

タンパク質と直接接触している水分子の数や, タンパク質の特定の部分と接触している水分子の数に興味が

あることがある. このような場合に, どの程度溶質が溶媒に露出しているかを測定する手段の一つが, 溶媒接触

表面積 (Solvent Accessible Surface Area)を計算することである.

ここでは, 溶質 (例えば, タンパク質)が水中に存在している状況を考える. つまり, 溶質分子の周りには多く

の水分子が隙間なくギッチリと詰まっている. プローブ球を溶質分子のファンデルワールス表面に接するよう

に, 満遍なく転がした時, プローブ球の中心点の軌跡が描く表面を溶媒接触表面と定義する. その面積が, 溶媒

接触表面積である. 水分子の半径を 1.4 Åとすれば, 溶媒接触表面積は溶質分子に含まれる, 各原子のファンデ

ルワールス半径に 1.4Åを加えた半径を持つ球の集合体の表面積と言い換えられる.

22.1.1 溶媒接触表面積の計算方法

溶媒接触表面積の具体的な計算方法として,

� 球面上にランダムに点を打ち, 露出した点を数えることで表面積を推定する, モンテカルロ的な方法

� 球面上に均一に点を割り振り, 球面を多面体で近似し (例えば, 正 20面体), 多面体を構成する幾何構造

の面積から近似する方法 (DSSPプログラム)[2]

� ガウス・ボンネの定理を用いた厳密解による計算法

� 円盤状に切断して近似計算する Lee-Richardsの方法 (NACCESSプログラム)[3]

が挙げられる.

モンテカルロ法による溶媒接触表面積の計算方法

溶媒分子に含まれる原子が球であると仮定して, 原子 A, 原子 B, 原子 C, ...が配置している系を考える.

■Step.1 原子 Aの座標を原点に持ち, 原子 Aのファンデルワールス半径にプローブ球の半径を足した, 半径

rA,probe = rALJ + rprobeLJ を持つ球の球面上にランダムな点を複数打つ. 原子 Aのファンデルワールス半径にプ

ローブ球の半径を足した半径を, 便利のために溶媒接触半径と呼ぶこととし, その球表面を原子 Aの溶媒接触

表面と呼ぶことにする. プローブ球として水分子を用いる場合, rprobeLJ = 1.4 Åと設定することが多い. 球面座
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標は

x = r sin θ cosϕ (22.1)

y = r sin θ sinϕ (22.2)

z = r cos θ (22.3)

であるから, 半径 r の球面上に一様に分布する点の座標 (x, y, z)は, z 軸の cos θ(≡ u)と角度 ϕの値をそれぞ

れ −1から 1, 0から 2π の一様分布から取り出すことで決定できる. つまり, 2つの一様乱数

u ∈ [−1, 1] (22.4)

ϕ ∈ [0, 2π) (22.5)

を用いると,

sin θ =
√

1− cos2 θ =
√
1− u2 (22.6)

であるから,

x = r sin θ cosϕ = r
√
1− u2 cosϕ (22.7)

y = r sin θ sinϕ = r
√
1− u2 sinϕ (22.8)

z = r cos θ = ru (22.9)

のように決定できる.

■Step.2 ランダムに打った点が溶媒に対して露出しているかどうかを判定する. 判定には, 原子 Aと重なり

合っている原子のみを考えればよい. つまり, 原子 X (X = B, C, ...)に対して, rA,X ≤ rA,probe + rX,probe の

とき, 原子 Aと原子 Xの溶媒接触半径は重なりを持ち, 重なっている領域は溶媒に露出していない. したがっ

て, ランダムに打った点が溶媒接触半径の重なり合う領域に存在しているかどうかを判定すればよい. 原子 A

の溶媒接触表面上に打った点と原子 Xの中心との距離を計算する. この距離が rX,probe よりも小さい時, 原子

Aと原子 Xとの重なり合っている領域に存在しているため, 溶媒に露出していない点と定義する. そうでない

時, 溶媒に露出している点と定義する. なお, rA,X > rA,probe + rX,probe である時は, 原子 Aと原子 Xの溶媒

接触半径は重なり合っていないので, 原子 Xは考える必要がない. 原子 Aに関する溶媒接触表面積は

SASA(原子 A) =
原子 Aの球面上に打った点の内,露出している点の数

原子 Aの球面上に打った点の総数
× 4πr2A,probe (22.10)

と計算できる.

■Step.3 ある溶質分子の溶媒接触表面積は, 溶質分子内の原子の溶媒接触表面積の和

SASA =

N∑
i=1

SASA(i) (22.11)

で計算される.

22.1.2 疎水性相互作用エネルギーとの関係性

実験的に, 炭化水素など疎水的な水分子の疎水性相互作用エネルギーが溶媒接触表面積によい近似で比例す

ることが知られている [4, 1].
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22.1.3 溶媒露出度 (Solvent Accessibility)

溶媒接触表面積を用いて, 分子がどれだけ溶媒に露出しているかを定量化する場合, 大きいアミノ酸残基ほど

溶媒接触表面積への寄与が大きくなってしまう. そこで, 各アミノ酸の溶媒への露出度を評価するときには, 溶

媒露出度 (Solvent Accessibility)あるいは相対溶媒露出度 (Relative Solvent Accessibility)と呼ばれる規格化

された値が使用されることがある. 溶媒露出度は,

Solvent Accessibility(ires) =
SASA(ires)

SASA(iresmax
)
∈ [0, 1] (22.12)

と計算される. ここで, SASA(iresmax
)はアミノ酸の最大溶媒接触表面積である. 通常, アミノ酸の最大溶媒接

触表面積は, 二面角 ϕと ψ を β シート領域になるように設定したペプチド Gly-X-Gly(Xは目的のアミノ酸残

基)から見積もる. 溶媒露出度が大きい値 (1に近い)ほど, その残基が溶媒に露出していることを意味し, 小さ

い値 (0に近い)ほど他の残基と接触していることを意味する. また, 溶媒露出度の減少は他の残基との接触が

増加していることを意味する.
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第 23章

熱力学量の算出

23.1 熱力学量

シミュレーションから状態 Aと状態 B間の熱力学量差を計算する方法を説明する. 状態 Aと状態 Bの存在

確率をそれぞれ fA, fB とすると, 2状態間のギブスの自由エネルギー差 ∆Gは次のように計算される:

∆G = GB −GA = RT log

(
fA
fB

)
(23.1)

ここで Rは気体定数であり, R = 8.3145 J/(mol K). 求めた ∆Gから, 部分モルエンタルピー差 ∆H, 定圧比

熱差 ∆CP , 部分モル体積差 ∆V はそれぞれ

∆H =

[
∂ (∆G/T )

∂ (1/T )

]
P

= R

[
∂ log(fA/fB)

∂(1/T )

]
P

(23.2)

∆Cp = −T
(
∂2∆G

∂T 2

)
P

(23.3)

∆V =

[
∂∆G

∂P

]
T

= RT

[
∂ log(fA/fB)

∂P

]
T

(23.4)

と計算される. さらに, 内部エネルギー差 ∆U とエンタルピー差 ∆S はそれぞれ

∆U = ∆H − P∆V (23.5)

∆S =
∆H −∆G

T
(23.6)

と計算される.

23.2 Hawleyの方程式

二状態間のギブスの自由エネルギー差 ∆Gの温度・圧力依存性は Hawley [1]によって提案された式

∆G(T, P ) = ∆G0 −∆S0(T − T0)−∆CP

[
T

{
ln

(
T

T0

)
− 1

}
+ T0

]
　

+∆V0(P − P0) +
∆β

2
(P − P0)

2 +∆α(P − P0)(T − T0) (23.7)

を用いてフィッティングすることができる. ここで, T0 と P0 はそれぞれ参照温度, 参照圧力である. ∆G0,

∆S0, ∆V0 はそれぞれ温度 T0, 圧力 P0 におけるギブスの自由エネルギー差, エントロピー差, 部分モル体積

差である. ∆Cp は定圧比熱差である. また, ∆α は熱膨張係数 ∆β は熱圧縮率である. 通常, T0, P0 における

∆G0 は基準点として事前に算出しておく. したがって, ∆S0, ∆V0, ∆Cp ∆β, ∆αの 5つがフィティングパラ
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メータとなる.

式 (23.7)に基づくと, 圧力 P0 における ∆Gの温度依存性と, 温度 T0 における ∆Gの圧力依存性は次の式

でフィッティングできる.

∆G(T ) =∆G0 −∆S0(T − T0)−∆CP

[
T

{
ln

(
T

T0

)
− 1

}
+ T0

]
(23.8)

∆G(P ) =∆G0 +∆V0(P − P0) +
∆β

2
(P − P0)

2 (23.9)

23.2.1 Hawleyの式の導出

ギブスの自由エネルギー
∆G = ∆U + P∆V − T∆S (23.10)

の全微分は

d(∆G) =
∂∆G

∂T
dT +

∂∆G

∂P
dP (23.11)

= −∆SdT +∆V dP (23.12)

である. 定圧比熱差 ∆Cp, 熱膨張係数 ∆α, 熱圧縮率 ∆β は,

∆α =
∂

∂T

∣∣∣∣
P

∂∆G

∂P

∣∣∣∣
T

(23.13)

∆β =
∂2∆G

∂2P
=
∂V

∂P

∣∣∣∣
T

(23.14)

∆Cp = −T
∂2∆G

∂2T

∣∣∣∣
P

= T
∂∆S

∂T

∣∣∣∣
P

(23.15)

である. 以下の導出において, 定圧比熱差 ∆Cp, 熱膨張係数 ∆α, 熱圧縮率 ∆β は, 温度・圧力に依存しない定

数と仮定する. Hawlay式を得るために, 式 (23.12)中の, ∆S と ∆V を具体的に計算する必要がある. ∆S と

∆V の独立変数は, 温度と圧力であるから, その全微分は

d(∆S) =
∂∆S

∂T
dT +

∂∆S

∂P
dP (23.16)

=
∂∆S

∂T
dT − ∂∆V

∂T
dP (23.17)

=
∆Cp
T

dT −∆αdP (23.18)

である. 第一行目から第二行目の変形においてMaxwellの関係式

∂∆S

∂P
= −∂∆V

∂T
(23.19)

を使用した. 同様に, ∆V の全微分は

d(∆V ) =
∂∆V

∂T
dT +

∂∆V

∂P
dP (23.20)

= ∆αdT +∆βdP (23.21)
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である. これらの式を積分すると,

∆S = ∆S0 +

∫ T

T0

∆Cp
T

dT −
∫ P

P0

∆αdP

= ∆S0 +∆Cp ln(T/T0) + ∆α(P − P0) (23.22)

∆V = ∆V0 +∆α(T − T0) + ∆β(P − P0) (23.23)

を得る. 式 (23.12)に代入すると,

d(∆G) =− [∆S0 +∆Cp ln(T/T0) + ∆α(P − P0)] dT

+ [∆V0 +∆α(T − T0) + ∆β(P − P0)] dP (23.24)

となる. これを積分すると Hawleyの式,

∆G(T, P ) = ∆G0 −∆S0(T − T0)−∆CP

[
T ln

(
T

T0

)
− (T − T0)

]
　

+∆V0(P − P0) +
∆β

2
(P − P0)

2 +∆α(P − P0)(T − T0) (23.25)

が得られる.

23.2.2 部分モルエンタルピーと部分モル体積

式 (23.7)を式 (23.2)と式 (23.4)に代入する. 部分モルエンタルピー差∆H は

∆H(T, P ) = ∆G0 + T0∆S0 + (T − T0)∆Cp

+∆V0(P − P0) +
∆β

2
(P − P0)

2 −∆α(P − P0)T0 (23.26)

と計算される. 導出の途中で, 1/T = xと置いて,

∂

∂(1/T )
ln
T0
T

=
dx

d(1/T )

d

dx
ln(T0x) = T0

1

T0x
=

1

x
= T (23.27)

の関係式を用いた. また, 部分モル体積差 ∆V は

∆V (T, P ) = ∆V0 +∆β(P − P0) + ∆α(T − T0) (23.28)

と計算される.
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