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1 単ヒストグラム再重法 (Single-Histogram Reweighting Techniques)

単ヒストグラム最重法 [1, 2] を用いることで, あるパラメーターにおけるシミュレーショントラジェクト

リーから, 他のパラメータにおける平均値を求めることができる. 例えば, 温度 T のシミュレーションから温

度 T ′ における平均値を算出したり, マルチカノニカルシミュレーションの結果からある温度 T における物理

量の平均値を求めることが可能となる.

1.1 一般的な定式化

ある重みW (λ)に基づく物理系を考える. パラメータ λは例えばポテンシャルエネルギーなどであり, カノ

ニカルアンサンブルの場合, W (λ)はボルツマン因子WB(U) = e−U/kBT = e−βU となる. パラメータ λに関

する系の状態密度 n(λ)が分かっている場合, λに関する確率分布と任意の物理量 A(λ)の期待値は,

P (λ) =
n(λ)W (λ)∫
dλ n(λ)W (λ)

=
1

Z
n(λ)W (λ) (1)

⟨A⟩ =
∫
dλ A(λ)n(λ)W (λ)∫
dλ n(λ)W (λ)

=
1

Z

∫
dλ A(λ)n(λ)W (λ) (2)

と計算される. ここで, Z は分配関数である. 系の状態密度が分かっていれば, 確率分布や物理量の期待値を得

ることができる. しかし, 一般には系の状態密度は厳密には分かっていないため, 確率分布や物理量の期待値を

計算するには分子シミュレーションを実行して状態密度を推定する必要がある.

分子シミュレーションを実行して, h 個のサンプルを得たとする. λ に関する確率分布は, 分子シミュレー

ションによって得られるパラメータ λのヒストグラム H(λ)を用いて,

P (λ) = H(λ)/h (3)

と推定することができる. したがって, 式 (1)より, 状態密度は

n(λ) = Z
P (λ)

W (λ)
= Z

H(λ)

hW (λ)
(4)

と推定できる. また, 物理量 Aの期待値は, 式 (2)より

⟨A⟩ = 1

Z

∫
dλA(λ)n(λ)W (λ) (5)

=
1

Z

∫
dλA(λ)Z

P (λ)

W (λ)
W (λ) (6)

=

∫
dλA(λ)H(λ)/h (7)
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と計算できる.

続いて, 重み W (λ) に基づいた分子シミュレーションのトラジェクトリーを用いて, 重み W ′(λ) に基づい

た統計アンサンブルの確率分布と物理量の期待値を推定することを考える. この時, 確率分布と物理量の平均

値は,

P (λ) =
n(λ)W ′(λ)∫
dλ n(λ)W ′(λ)

=
1

Z
n(λ)W ′(λ) (8)

⟨A⟩ =
∫
dλ A(λ)n(λ)W ′(λ)∫
dλ n(λ)W ′(λ)

=
1

Z

∫
dλ A(λ)n(λ)W ′(λ) (9)

と表される. 重みW (λ)に基づいた分子シミュレーションで得られた状態密度 (4)を代入すると, 確率分布は,

P (λ) =
n(λ)W ′(λ)∫
dλ n(λ)W ′(λ)

=
Z P (λ)

W (λ)W
′(λ)∫

dλ Z P (λ)
W (λ)W

′(λ)
(10)

=
{H(λ)/W (λ)}W ′(λ)∫
dλ {H(λ)/W (λ)}W ′(λ)

(11)

と推定することができる. 同様にして, 物理量の期待値は

⟨A⟩ =
∫
dλ A(λ) {H(λ)/W (λ)}W ′(λ)∫
dλ {H(λ)/W (λ)}W ′(λ)

(12)

と推定できる.

1.2 カノニカルシミュレーションの場合

温度 T におけるカノニカルシミュレーションを実行し, h個のサンプルを得たとする. この時, ポテンシャル

エネルギー U の確率分布は,

PNV T (U ; T ) =
n(U)e−βU∫
dU n(U)e−βU

=
n(U)e−βU

Z(T )
(13)

であり, 物理量の期待値は

⟨A⟩T =

∫
dU A(U)n(U)e−βU

Z(T )
(14)

である. ここで, β = 1/kBT , kB はボルツマン定数, n(U)は状態密度, Z(T )は分配関数である. 式 (13)より,

状態密度は
n(U) = Z(T )PNV T (U ; T )/e−βU (15)

とかける. 通常, 状態密度は事前に分からないことが多く, シミュレーションを実行することで, はじめて系の

状態密度を推定することができる. 確率分布は, シミュレーションで得られたポテンシャル U のヒストグラム

H(U)に比例し,
PNV T (U ; T ) = H(U)/h (16)

と書くことができる. したがって, 状態密度は

n(U) =
Z(T )H(U)

he−βU
(17)

と計算することができる. 一方, 温度 T ′ = 1/kBβ
′ における確率分布は

PNV T (U ; T ′) =
n(U)e−β′U∫
dU n(U)e−β′U

(18)
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とかける. ここに温度 T のカノニカルシミュレーションで得られた状態密度の式 (17)を代入すると,

PNV T (U ; T ′) =
Z(T )H(U)
he−βU e−β′U∫

dU Z(T )H(U)
he−βU e−β′U

(19)

=

{
H(U)/e−βU

}
e−β′U∫

dU {H(U)/e−βU} e−β′U
(20)

=
H(U)e−U(β′−β)∫
dU H(U)e−U(β′−β)

(21)

を得る. また, 物理量の期待値は

⟨A⟩T ′ =

∫
dU A(U)H(U)e−U(β′−β)∫
dU H(U)e−U(β′−β)

(22)

とかける. このように, 温度 T のサンプルからの温度 T ′ における確率分布を推定式を得ることができる. 一般

的には, T ′ が T 近傍の値の時は比較的精度良く推定することができ, T と T ′ の値が離れるにつれて, 推定され

た物理量の精度は悪くなってしまう.

2 多ヒストグラム再重法 (WHAM: Weighted Histogram Analysis Method)

2.1 WHAM方程式の導出

WHAMを用いることで, M 個のシミュレーションで得られたサンプルから, 任意のパラメータ設定におけ

る確率分布 P についての最適な推定方法を得ることができる. ここでは, カノニカルシミュレーションの場合

を考えていく. m番目のシミュレーションは温度 Tm = 1/(kBβm)で実行され, そこで得られたサンプルの数

を Nm と表すことにする.

2.1.1 相関のある時系列データの統計的不確かさの評価法

ここでは, 相関のある時系列データの統計的不確かさについて簡単にまとめる [3, 4]. 定常で時間可逆な確率

過程からサンプルされた観測量 Aについて, データ間で相関のあるような連続した観測量の時系列 {Ai}Ni=1 を

考える. 期待値 ⟨A⟩は単純な算術平均で推定することができる:

Â = Ā =
1

N

N∑
i=1

Ai (23)

上付きのˆで推定値であることを表す. また, 上付きの¯は算術平均であることを表す. ここでは ⟨A⟩と Āを区

別して考える. ⟨A⟩は常数であり, 何かある値に求められるようなものである. 一方, Āは期待値 ⟨A⟩の推定値
であるため, 取りうる値は期待値周辺を揺らぐ.

ある物理量 Aの推定値 Âについて, 統計的不確かさについて考える. 統計的不確かさは

δ2Â ≡
⟨(

Â− ⟨Â⟩
)2

⟩
= ⟨Â2⟩ − ⟨Â⟩2

=
1

N2

n∑
i,j=1

⟨AiAj⟩ −
1

N2

n∑
i,j=1

⟨Ai⟩⟨Aj⟩ (24)

と計算される. 対角部分と非対角部分に分割すると,

δ2Â =
1

N2

n∑
i=1

(
⟨A2

i ⟩ − ⟨Ai⟩2
)
+

1

N2

n∑
i ̸=j=1

(⟨AiAj⟩ − ⟨Ai⟩⟨Aj⟩) (25)
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となる. 右辺第一項は観測量の分散に 1/N を乗じたものであり, 右辺第二項は観測量の相関である. 第二項に

ついて iと j の対称性を考えると, 和は
∑

i ̸=j = 2
∑N

i=1

∑N
j=i+1 とすることができる. さらに k = |i − j|を

定めると, iと j に関する和は k についての和に置き直すことができる:

N∑
i ̸=j=1

(⟨AiAj⟩ − ⟨Ai⟩⟨Aj⟩) = 2

N∑
i=1

N∑
j=i+1

(⟨AiAj⟩ − ⟨Ai⟩⟨Aj⟩) (26)

= 2

N−1∑
k=1

(⟨AiAi+k⟩ − ⟨Ai⟩⟨Ai+k⟩) (N − k) (27)

ここで (N − k)は, ある k について i < j の時, |i− j| = k となるような整数の組の数に由来する. 以上より,

統計的不確かさは

δ2Â =
1

N

(
⟨A2

i ⟩ − ⟨Ai⟩2
)
+

2

N

N−1∑
k=1

N − k
N

(⟨AiAi+k⟩ − ⟨Ai⟩⟨Ai+k⟩) (28)

≡ σ2
A

N
(1 + 2τ) (29)

≡ σ2
A

N/g
(30)

と計算される. ここで, σ2
A は分散, g は統計的非効率性因子, τ は自己相関時間であり, それぞれ

σ2
A ≡ ⟨A2

i ⟩ − ⟨Ai⟩2 (31)

τ ≡
N−1∑
k=1

(
1− k

N

)
Ck (32)

g ≡ 1 + 2τ (33)

と定義した. また Ck は

Ck ≡
⟨AiAi+k⟩ − ⟨Ai⟩2

⟨A2
i ⟩ − ⟨Ai⟩2

(34)

で定義される, 規格化された自己相関関数である. 統計的非効率因子 g = 1 + 2τ は 1以上の値をもつ. N/g は

時系列データに含まれる有効サンプル数 (非相関データの数)を与える. g の値はシミュレーションにおいてサ

ンプルを取得する時間ステップ間隔に依存する. より長い時間ステップ間隔でサンプリングすれば, g の値は 1

に近づく.

2.1.2 ヒストグラムの数学的定式化

指示関数 χl(A)を, 観測量 Aが中心値 Al, 幅 ∆Aのビンに含まれるかどうかを判定する関数として, 次のよ

うに定義する:

χl(A) =

{
1 if X ∈ [Al − ∆A

2 , Al +
∆A
2 )

0 otherwise
(35)

ここで, l は Aを離散化した時のビン番号を表す. また, m番目のシミュレーションの n番目の観測量を Amn

とすると, 指示関数の時系列は {χl(Amn)}Nm
n=1 と表せる. Nm はm番目のシミュレーションのサンプル数であ

る. m番目のシミュレーションに対する観測量 Ak に関するヒストグラム Hm は

Hm(Al) =

Nm∑
n=1

χl(Amn) (36)
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と計算され, 全てのシミュレーションに渡って観測量をカウントしたヒストグラム H は

H(Al) =

M∑
m=1

Nm∑
n=1

χl(Amn) (37)

と計算することができる.

2.1.3 ヒストグラムの統計的不確かさ

m番目のシミュレーションのヒストグラムは,

Hm(Al) =

Nm∑
n=1

χl(Amn) = Nm
1

Nm

Nm∑
n=1

χl(Amn) = Nmχ̂lm (38)

と表すことができる. 統計的不確かさの式 (30)より,

δ2Hm(Al) = δ2{Nmχ̂lm} = N2
mδ

2χ̂lm = N2
m

σχ
Nm/g

(39)

と書き下せる. これを具体的に計算すると,

δ2Hm(Al) =
gm
Nm

N2
m

(
⟨χ2

lm⟩ − ⟨χlm⟩2
)

(40)

=
gm
Nm

N2
m

(
⟨χlm⟩ − ⟨χlm⟩2

)
(41)

= gmNm⟨χlm⟩ (1− ⟨χlm⟩) (42)

= gm⟨Hm(Al)⟩
(
1− ⟨Hm(Al)⟩

Nm

)
(43)

と計算される. ここで, χlm は指示関数のため [χl(Am)]
2
= χl(Am)であることを用いた. ヒストグラムの分布

が疎であり, 十分な数のビンを用いている場合, ⟨Hm(Al)⟩/Nm << 1となるので,

δ2Hm(Al) ≃ gm⟨Hm(Al)⟩ (44)

と近似することができる.

2.1.4 各シミュレーションの状態密度の推定

ここでは, m 番目のシミュレーションに対する状態密度 Ωm(U) の推定方法を考える. そのためには, 確率

密度分布を数学的に表現する方法が必要である. J. D. Chodera ら [4] が指摘しているように, 確率密度分布

の推定にノンパラメトリックを用いることもできるが, ここではより簡便な, Kumar[5] らや Ferrenberg と

Swendsen[6]が提案したヒストグラムに基づいた確率分布の推定方法を説明する.

まず, カノニカルアンサンブルにおけるポテンシャルの確率分布は,

PNV T (U ; Tm) =
Ωm(U)e−βmU∫
dU Ωm(U)e−βmU

=
1

Z(βm)
Ωm(U)e−βmU (45)

= Ωm(U) exp[fm − βmU ] (46)

と書くことができる. ここで, Zm(βm)は分配関数であり, ヘルムホルツの自由エネルギー Fm あるいは無次元

化されたヘルムホルツの自由エネルギー fm を用いて

Z(βm) = e−βmFm = e−fm (47)

と書かれることを用いた.
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続いて, シミュレーションで得られたサンプルから得られるヒストグラム H に基づいた確率分布の推定を考

える. ヒストグラムを用いるとポテンシャルの確率分布は,

PNV T (Ul; Tm) = Ωm(U) exp[fm − βmUl] ≃
1

∆U

Hm(Ul)

Nm
(48)

のように見積もることができるため, 状態密度をヒストグラムを用いて

Ω̂m(Ul) =
Hm(Ul)

Nm∆U exp[fm − βmUl]
(49)

と推定することができる.

2.1.5 状態密度の最良推定値 Ω̂(U)の表現方法

状態密度 Ω̂(Ul) の最良推定値を, M 個のシミュレーションに対する状態密度の推定値 Ω̂m(U) (m =

1, . . . ,M)の重み付きの和で表す:

Ω̂(Ul) =

M∑
m=1

wm(Ul)Ω̂m(Ul) (50)

ここで, 重み wi は拘束条件
M∑

m=1

wm(Ul) = 1 (51)

を満たす. WHAM では, 状態密度 Ω̂(Ul) の最良推定値を得るような重み wi の集合は, 状態密度の統計誤差

δ2Ω̂(Ul)を最小化することによって導出する. 状態密度の統計誤差は具体的に,

δ2Ω̂(Ul) =
[
Ω̂(Ul)− ⟨Ω̂(Ul)⟩

]2
(52)

=

[
M∑

m=1

wm(Ul)Ω̂m(Ul)−

⟨
M∑

m=1

wm(Ul)Ω̂m(Ul)

⟩]2

(53)

=

M∑
m=1

w2
m(Ul)

[
Ω̂m(Ul)−

⟨
Ω̂m(Ul)

⟩]2
(54)

=

M∑
m=1

w2
m(Ul)δ

2Ω̂m(Ul) (55)

と計算される. 各シミュレーションの状態密度 (49)より

δ2Ω̂m(Ul) =
δ2Hm(Ul)

{Nm∆U exp[fm − βmUl]}2
(56)

であるので,

δ2Ω̂(Ul) =

M∑
m=1

w2
m(Ul)

δ2Hm(Ul)

{Nm∆U exp[fm − βmUl]}2
(57)

と表すことができる. このように, δ2Ω̂(Ul)は, M 個の見積もられた状態密度 Ω̂1(Ul), . . . , Ω̂M (Ul)の統計誤差

δ2Ω̂1(Ul), . . . , δ
2Ω̂M (Ul)に由来するので, 結局はヒストグラムの統計誤差 δ2H1(Ul), . . . , δ

2HM (Ul)に依存す

る形で書かれる. 式 (44)を用いると, ヒストグラムの統計誤差をヒストグラムの期待値 ⟨Hm(Ul)⟩で近似でき
る. ヒストグラムの期待値は, 得られるべき状態密度の最良推定値で置き直すと,

⟨Hm(Ul)⟩ = Nm∆UPNV T (Ul; Tm) (58)

≃ Nm∆U ˆΩ(Ul) exp[fm − βmUl] (59)
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となるので, 式 (44)を用いてヒストグラムの統計誤差を

δ2Hm(Ul) ≃ gm⟨Hm(Ul)⟩ ≃ gmNm∆U ˆΩ(Ul) exp[fm − βmUl] (60)

と計算することができる. これを式 (56)に代入することで, 各シミュレーションに対する状態密度の推定値の

統計誤差 Ω̂m を

δ2Ωm(Ul) =
δ2Hm(Ul)

{Nm∆U exp[fm − βmUl]}2
(61)

=
ˆΩ(Ul)

g−1
m Nm∆U exp[fm − βmUl]

(62)

と推定することができる.

2.1.6 重み wi の決定: Lagrangeの未定乗数法

状態密度の統計誤差 δ2Ω̂(Ul) が拘束条件 (51) の下で最小になるような重み wi の集合を得るために,

Lagrangeの未定乗数法を用いる. ラグランジュ関数は

L = δ2Ω̂(Ul)− α

[
M∑

m=1

wi(Ul)− 1

]
=

[
M∑

m=1

w2
m(Ul)δ

2Ω̂m(Ul)

]
− α

[
M∑

m=1

wi(Ul)− 1

]
(63)

とかける. 極値をとる条件 ∂L/∂α = 0, ∂L/∂wm = 0より,

∂L
∂α

=

M∑
m=1

wm(Ul)− 1 = 0 (64)

∂L
∂wm

= 2wm(Ul)δ
2Ω̂m(Ul)− α = 0 (65)

を得る. 式 (65)より,

α = 2w1(Ul)δ
2Ω̂1(Ul) = 2w2(Ul)δ

2Ω̂2(Ul) = . . . 2wM (Ul)δ
2Ω̂M (Ul) (66)

であるので, これを拘束条件 (51)に代入すると

w1(Ul) +
δ2Ω̂1(Ul)

δ2Ω̂2(Ul)
w1(Ul) +

δ2Ω̂1(Ul)

δ2Ω̂3(Ul)
w1(Ul) + . . .

δ2Ω̂1(Ul)

δ2Ω̂M (Ul)
w1(Ul) = 1 (67)

を得る. これより,

w1(Ul) =
1{

1
δ2Ω̂1(Ul)

+ 1
δ2Ω̂2(Ul)

+ . . . 1
δ2Ω̂M (Ul)

}
δ2Ω̂1(Ul)

=

1
δ2Ω̂1(Ul){∑M

m=1
1

δ2Ω̂m(Ul)

} (68)

と計算される. その他の重みも同様に得ることができる:

wi(Ul) =

1
δ2Ω̂m(Ul){∑M

m=1
1

δ2Ω̂m(Ul)

} (69)
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2.1.7 状態密度 Ω(U)の推定

得られた重み (69)と各シミュレーションに対する状態密度の推定値の統計誤差 (62)を用いると, 状態密度

の推定値 (50)は

ˆΩ(Ul) =

M∑
m=1

wm(Ul) ˆΩm(Ul) (70)

=

M∑
m=1

[δ2Ω̂m(Ul)]
−1 ˆΩm(Ul)

[
∑M

i=1 δ
2Ω̂i(Ul)]−1

(71)

=

M∑
m=1

g−1
m Nm∆U exp[fm−βmUl]

Ω̂(Ul)

Hm(Ul)
Nm∆U exp[fm−βmUl][∑M

i=1
g−1
i Ni∆U exp[fi−βiUl]

Ω̂(Ul)

] (72)

=

M∑
m=1

g−1
m Hm(Ul)∑M

i=1 g
−1
i Ni∆U exp[fi − βiUl]

(73)

と計算できる.

2.1.8 確率分布と物理量の平均値

以上より, 確率分布は

P (Ul; T ) = ˆΩ(Ul)e
−βUl =

M∑
m=1

g−1
m Hm(Ul)e

−βUl∑M
i=1 g

−1
i Ni∆U exp[fi − βiUl]

(74)

と計算される. ここで, 各シミュレーションに対する無次元化されたヘルムホルツの自由エネルギーは

e−fm =
∑
l

Ω̂(Ul)e
−βUl =

∑
l

P (Ul; T ) (75)

である. また, 物理量の平均値は

⟨A⟩T =
∑
l

A(Ul)P (Ul; T )

P (Ul; T )
(76)

で計算することができる.

2.2 WHAM法のまとめ: カノニカルアンサンブルの場合

カノニカルアンサンブルにおける物理量 A(U)の平均値は,

⟨T ⟩T =

∫
dU A(U)ω(U)e−βU∫
dU ω(U)e−βU

(77)

と計算できる. WHAMを用いることで, M 個のシミュレーションで得られたサンプルを用いて系の状態密度

を見積もることができる. ここで k 番目のシミュレーションは温度 βk = 1/kBTk で実行されたカノニカルシ

ミュレーションとする. また, k 番目のシミュレーションで得られたサンプル数を hk とする. 状態密度 Ω(U)

は, 無次元化されたヘルムホルツの自由エネルギー fi を用いて,

Ω(U) =

∑M
m=1 gmHm(U)∑M

m=1 gmNmefm−βmU
(78)

e−fm =
∑
U

Ω(U)e−βmU (79)
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である. ここで, Hi(U)は i番目のシミュレーションによって得られた, ポテンシャルエネルギー U に関する

ヒストグラム, fi = βiFi は無次元化されたヘルムホルツの自由エネルギーである. 式 (78)と式 (79)を自己無

撞着に解くことで, 系の状態密度を推定することができる. fi の値のセットの初期値は任意に取ることができ

るので, 全ての fi に対して 0としても大丈夫である.

3 多状態ベネット受容比法 (MBAR: Multistate Bennett Acceptance Ratio

Estimator)

3.1 熱平衡状態の表式

K 個の同じ熱力学平衡状態 (例えば, NV T , NPT , µNT アンサンブルなど) から Ni 個の相関のないサン

プルを得たとする. 各サンプルに対する状態は, 用いたアンサンブルに応じて, 逆温度 β, ポテンシャルエネル

ギー U , 圧力 p, 化学ポテンシャル µなどにより特徴づけられる. ここで, 熱平衡状態 iに対する無次元ポテン

シャル関数 ui(x)を
ui(x) = βi

[
Ui(x) + piV (x) + µt

in(x)
]

(80)

と定義する. ここで, x ∈ Γは位相空間 Γ内の系の構造を表す. また, V (x)は体積 (定圧アンサンブルの場合),

n(x)はM 成分系における各成分の分子の数 (グランドカノニカルアンサンブルの場合)を表す. アンブレラ

サンプリングなどバイアスポテンシャルを課している場合, U の中にはそのようなバイアスポテンシャルも含

まれることに注意する.

熱平衡状態 iから得られたサンプル {xin}Ni

n=1 は, 確率分布 pi

pi(x) =
qi(x)∫

Γ
dx qi(x)

=
qi(x)

ci
(81)

にしたがっている. ここで, qi は非負の規格化されていない密度関数であり, ci は規格化定数 (統計力学では分

配関数)である. 規格化定数が一般的に事前に分かっているという状況は多くない. 温度や圧力制御されたモン

テカルロ法や分子動力学法で得られたサンプル, あるいは実験で得られたデータの場合, 関数 qi はボルツマン

因子で表される:
qi(x) = e−ui(x) (82)

ただし, マルチカノニカルシミュレーションなどの非ボルツマン因子に基づいたシミュレーションでは, このよ

うに表すことができないアンサンブルがあることにも注意する必要がある.

3.2 平衡状態間の自由エネルギー差と物理量の期待値の表式

無次元化された自由エネルギー差は,

∆fij ≡ fj − fi = − ln
cj
ci

= − ln

∫
Γ
dx qj(x)∫

Γ
dx qi(x)

(83)

である. ただし, fi は次元を持つ自由エネルギー Fi と fi = βiFi の関係で結ばれている.

平衡状態 iにおける物理量 Aの期待値は,

⟨A⟩i ≡
∫
Γ

dx pi(x)A(x) =

∫
Γ
dx A(x)qi(x)∫
Γ
dx qi(x)

(84)

新たに密度関数 q(x) = A(x)qi(x)を定義すれば, 物理量の期待値は規格化定数の比で計算することができる.

この時, q(x)はもはや非負である必要はない.
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3.3 拡張ブリッジサンプリング推定法 (Extended Bridge Sampling Estimators)

規格化定数 ci の比を推定する方法を構築する. 恒等式 ci⟨αijqj⟩i = cj⟨αijqi⟩j が成立することは

ci ⟨αijqj⟩i =
[∫

Γ

dx qi(x)

] ∫
Γ
dx qi(x)αij(x)qj∫

Γ
dxqi(x)

(85)

=

∫
Γ

dx qi(x)αij(x)qj (86)

=

[∫
Γ

dx qj(x)

] ∫
Γ
dx qj(x)αij(x)qi∫

Γ
dxqj(x)

(87)

= cj ⟨αijqi⟩j (88)

から分かる. αij(x)はゼロでない ci について任意に選べる関数である.

この恒等式について両辺共に j について和をとる. 期待値は ⟨g⟩i は, 経験的に,
∑Ni

n=1 g(xin)のように算術

平均で推定することができることを用いれば, i = 1, . . . ,K に対して K個の方程式を得る:

K∑
j=1

ĉi
Ni

Ni∑
n=1

αijqj(xin) =

K∑
j=1

ĉj
Nj

Nj∑
n=1

αijqi(xjn) (89)

ここで, 上付のハットˆは推定値であることを示している. i = 1, . . . ,K について, 全ての ĉi に関する方程式の

組みを解くことで, サンプルされたデータから ci の推定値 ĉi を得ることができる.

αij(x) には様々な選び方が可能であり, その中にはリウェイティングで一般的に使用されるものもある.

MBAR法では, 可能な αij(x)の選び方の中でも, 最も小さい分散を持つという意味において最適な αij(x)を

用いる. 具体的には, 以下のような αij(x)を採用する:

αij(x) =
Nj ĉ

−1
j∑K

k=1Nk ĉ
−1
k qk(x)

(90)

この推定式は, 漸近不偏量であり, 唯一の解を持つことが保証されている. 式 (89) と式 (90) からでは, ĉi

の組について閉じた方程式を導けないため, 直接解くことができない. 代わりに, 自己無撞着にあるいは

Newton-Raphson法を用いて, 数値的にこの非線形方程式を解くことができる.

サンプルの数が大きい範囲では, 一般的には比 ĉi/ĉj の誤差は分散される. 漸近的な共分散行列 Θ =

cov(ln ci, ln cj) ≡ cov(θi, θj)は次のように推定される:

Θ̂ = WT
(
IN −WNWT

)+
W (91)

ここで, IN は N ×N の単位行列, N =
∑M

i=1Ni は全サンプル数, N = diag(N1, N2, . . . , NM )は各シミュ

レーションのサンプル数を成分に持つベクトル, 上付の +はMoore-Penroseのような一般化逆行列を表して

いる. また, W は N ×K の重み行列で,

Wni = ĉ−1
i

qi(xn)∑M
k=1Nk ĉ

−1
k qk(xn)

(92)

と計算される. ここで, サンプルは 1つのラベル n = 1, . . . , N でラベル付けしている. したがって, サンプル
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xn が, どの分布 p(x)からサンプルされているかは, もはや関係なくなっている. また, 上記の定義において,

N∑
n=1

Wni = 1, (i = 1, . . . ,K) (93)

K∑
n=1

NiWni = 1, (n = 1, . . . , N) (94)

を満たす. Θ̂を見積もるとき, N ×N の擬逆行列を見積もる計算コストは, K ×K 行列の固有値を見積もる
計算コストまで減らすことが可能である. 多くの場合で, 共分散行列はK ×K 行列の操作で見積もられる. 規

格化定数に対数をとった θi に関する任意の関数 ϕ(θ1, . . . , θK)と ψ(θ1, . . . , θK)に関する推定値の共分散は Θ̂

から見積もられる:

cov(ϕ̂, ψ̂) =

K∑
i,j=1

∂ϕ

∂θi
θ̂ij

∂ψ

∂θj
(95)

3.4 無次元化された自由エネルギーの推定

構造がボルツマン統計, すなわち qi ≡ exp[−ui(x)]からサンプリングされた時, 式 (89)と式 (90)から, 以下

のような無次元自由エネルギーの推定式が得られる:

f̂i = − ln

K∑
j=1

Nj∑
n=1

exp[−ui(xjn)]∑K
k=1Nk exp[f̂k − uk(xjn)]

(96)

この推定式は f̂i に対して自己無撞着に解くことができる.

推定された自由エネルギー差の不確かさは式 (91)と式 (92)より

δ2∆f̂ij ≡ cov

(
− ln

ĉj
ĉi
, − ln

ĉj
ĉi
,

)
(97)

= Θ̂ii − 2Θ̂ij + Θ̂ji (98)

と計算される.

3.4.1 無次元化された自由エネルギーの推定式の導出

式 (89)と式 (90)から, 無次元自由エネルギーの推定式 (96)を導出する. 式 (89)と式 (90)をもう一度書い

ておくと, それぞれ
K∑
j=1

ĉi
Ni

Ni∑
n=1

αijqj(xin) =

K∑
j=1

ĉj
Nj

Nj∑
n=1

αijqi(xjn)

αij(x) =
Nj ĉ

−1
j∑K

k=1Nk ĉ
−1
k qk(x)

であった. ここで,

qi(x) = e−ui(x) (99)

ci = e−fi
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である. 式 (90)を式 (89)に代入することで,

K∑
j=1

ĉi
Ni

Ni∑
n=1

Nj ĉ
−1
j∑K

k=1Nk ĉ
−1
k qk(xin)

qj(xin) =

K∑
j=1

ĉj
Nj

Nj∑
n=1

Nj ĉ
−1
j∑K

k=1Nk ĉ
−1
k qk(xjn)

qi(xjn)

=

K∑
j=1

Nj∑
n=1

qi(xjn)∑K
k=1Nk ĉ

−1
k qk(xjn)

(100)

さらに, 左辺について,

K∑
j=1

ĉi
Ni

Ni∑
n=1

Nj ĉ
−1
j∑K

k=1Nk ĉ
−1
k qk(xin)

qj(xin) =
ĉi
Ni

K∑
j=1

Ni∑
n=1

Nj ĉ
−1
j∑K

k=1Nk ĉ
−1
k qk(xin)

qj(xin)

=
ĉi
Ni

K∑
j=1

[
Nj ĉ

−1
j qj(xi1)∑K

k=1Nk ĉ
−1
k qk(xi1)

+ . . .+
Nj ĉ

−1
j qj(xiNi

)∑K
k=1Nk ĉ

−1
k qk(xiNi

)

]

=
ĉi
Ni

[∑K
j=1Nj ĉ

−1
j qj(xi1)∑K

k=1Nk ĉ
−1
k qk(xi1)

+ . . .+

∑K
j=1Nj ĉ

−1
j qj(xiNi

)∑K
k=1Nk ĉ

−1
k qk(xiNi)

]

=
ĉi
Ni
Ni

= ĉi

と計算されるので,

ĉi =

K∑
j=1

Nj∑
n=1

qi(xjn)∑K
k=1Nk ĉ

−1
k qk(xjn)

(101)

を得る. qi = e−ui(x), ci = e−fi を用いると

f̂i = − ln

K∑
j=1

Nj∑
n=1

exp[−ui(xjn)]∑K
k=1Nk exp[f̂k − uk(xjn)]

(102)

が導出される.

3.4.2 無次元化された自由エネルギーの効率的な解法

非線形方程式である式 (96) を解くために, ここでは主に二つの方法を見ていく. 一つは, 自己無撞着 (self-

consistent iteration)に解くことであり, もう一つはニュートンラフソン法を用いることである. 自己無撞着法

を用いた場合, 自由エネルギーの収束が遅いというデメリットがあるが, 安定して計算をすることができるた

め, 確実に解を求めることができる. 一方, ニュートンラフソン法を用いた場合, 自由エネルギーが早く収束す

るメリットがあるが, 初期値が適切でない場合に計算が破綻してしまうというデメリットがある. そこで, 最初

は自己無撞着に解いて, 解がある程度収束したらニュートンラフソン法に切り替えると言った使い方も可能で

ある.

■自己無撞着法 非線形方程式 (96)を自己無撞着に解くには, 最後のイテレーションで得た自由エネルギーの

推定値 {f̂ (n)i }Ki=1 を次のイテレーションでの推定 {f̂
(n+1)
i }Ki=1 に使用する. すなわち,

f̂
(n+1)
i = − ln

K∑
j=1

Nj∑
n=1

exp[−ui(xjn)]∑K
k=1Nk exp[f̂

(n)
k − uk(xjn)]

(103)
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を計算する. この式は, 初期推定値 f̂
(0)
i によらず収束することが保証されている. 最も簡単な初期推定値とし

て f̂
(0)
i = 0と設定してもよいし, あるいは, より早い収束を期待して

f
(0)
k =

1

Nk

Nk∑
n=1

ln q(xkn) (104)

としても良い. ここで, サンプルがボルツマン因子に従う場合, qk(x) = exp[−uk(x)]である.

イテレーション中に推定値の変化の大きさがコントロールできなくなることを防ぎ, かつ一意的な解を得る

ため, f1 = 0と拘束する. つまり, イテレーションで推定値を更新したら, その都度 fi から f1 を引く:

f̂
(n+1)
i ← f̂

(n+1)
i − f̂ (n+1)

1 for all i (105)

計算終了判定は次のように決める:

max
i=2,...,K

[
|f̂ (n+1)

i − f̂ (n)i |
|f̂ (n)i |

]
< ϵ (106)

ここで ϵは例えば 10−7 など十分小さい値を選択する. 収束の速さは, 注目する系やサンプル数などによって異

なるので, 可能な限りモニターすると良い.

式 (104) のような指数関数 ea の和の計算では, 指数関数が大きい値を持つために数値オーバーフロー

が起こりやすい. オーバーフローを避けるには, 指数関数の和について, 最も大きい値を持つ指数関数項

am ≡ maxn an で規格化した後で和を計算すると良い. すなわち

N∑
n=1

exp[an] = exp[am]

N∑
n=1

exp[an]

exp[am]
(107)

と計算する. あるいは, 次のように表すこともできる:

ln

N∑
n=1

exp[an] = am + ln

N∑
n=1

exp[an − am] (108)

3.5 物理量の期待値の推定

構造 xのみに依存する物理量 A(x)の平衡分布における期待値は, 式 (84)で与えられる. 平衡分布における

期待値は, 特徴付けられる２つの追加した状態 Aと状態 aに対する規格化定数の比 cA/ca として計算すること

ができる.

qA(x) = A(x)q(x) (109)

qa(x) = q(x) (110)

ボルツマン因子に比例した期待値を要求する場合, q(x) ≡ exp[−u(x)]となる. qA(x)はもはや正確には非負

ではないが, サンプル数が NA = Na = 0なので期待値 ⟨A⟩を求めるのに拡張ブリッジサンプリング推定法の
式 (89)を使うことができる. 同様にして, 重み行列 (92)についても, qA(x), qa(x)に対応する列WnA, Wna

を拡張すると,

WnA = ĉ−1
A

A(xn) exp[−u(xn)]∑K
k=1Nk exp[f̂k − uk(xn)]

(111)

Wna = ĉ−1
a

exp[−u(xn)]∑K
k=1Nk exp[f̂k − uk(xn)]

(112)
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と計算される. ここで, 規格化定数の推定値 ĉA, ĉa は自己無撞着推定方程式で定義される:

ĉA =

N∑
n=1

A(xn) exp[−u(xn)]∑K
k=1Nk exp[f̂k − uk(xn)]

(113)

ĉa =

N∑
n=1

exp[−u(xn)]∑K
k=1Nk exp[f̂k − uk(xn)]

(114)

ある平衡状態 αにおける物理量の期待値の推定値は,

Âα =
ĉA
ĉa

=

N∑
n=1

WnaA(xn) (115)

と計算される. 具体的には,

Âα =

N∑
n=1

WnaA(xn) (116)

=

N∑
n=1

ĉ−1
a

exp[−uα(xn)]∑K
k=1Nk exp[f̂k − uk(xn)]

A(xn) (117)

=

N∑
n=1

A(xn) exp[f̂α − uα(xn)]∑K
k=1Nk exp[f̂k − uk(xn)]

(118)

=

K∑
j=1

Nj∑
n=1

A(xjn) exp[f̂α − uα(xjn)]∑K
k=1Nk exp[f̂k − uk(xjn)]

(119)

とである. 途中, ĉ−1
a = ef̂ であることを用いた. また, 重み因子を

w(xjn) =
exp[−u(xjn)]∑K

k=1Nk exp[f̂k − u(xjn)]
(120)

と定義すれば, 期待値は

Âα =

∑K
j=1

∑Nj

n=1A(xjn)w(xjn)∑K
j=1

∑Nj

n=1 w(xjn)
(121)

とかける. 不確かさは, 拡張した重み行列W から計算される共分散行列 Θ̂を用いて

δ2Â ≡ cov

(
ĉA
ĉa
,
ĉA
ĉa

)
= Â2

(
Θ̂AA + Θ̂aa − 2Θ̂Aa

)
(122)

と計算される.

3.6 平均力ポテンシャル (PMF: Potential of Mean Force)

描きたい反応座標を適当にビンに分ける. ビン iに系が見つかる確率は,

pi = ⟨χi(xn)⟩ =
N∑

n=1

Wnaχi(xn) (123)
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と計算される. ここで, χi(xn) は指示関数 (indicator function) であ利, サンプルがビン i にいる時に 1 をと

り, それ以外の時は 0の値となる. したがって, 自由エネルギーの推定値は,

Fi = −kBT ln(pi/wi) (124)

と計算される. ただし, wi はビン幅の相対値である. ビン幅が全て等しい時は 1とすることができる.

4 リウェイティング Tips

指数関数の足し算や引き算は計算機のオーバーフローが発生しやすい. これを防ぐために, 対数関数の中で

足し算・引き算を行うアルゴリズムを述べる.[7]

A > 0, B > 0に対して C = A+B を計算するとき, lnAや lnB から lnC = ln(A+B)を計算する:

lnC = ln

[
max(A,B)

{
1 +

min(A,B)

max(A,B)

}]
= max(lnA, lnB) + ln [1 + exp {min(lnA, lnB)−max(lnA, lnB)}] (125)

一方, 引き算をしたい時は, A > 0, B > 0に対して |C| = |A− B|の計算を考える. すなわち, lnAや lnB

から ln |C| = ln(|A−B|を計算する:

ln |C| = ln

[
max(A,B)

{
1 +

min(A,B)

max(A,B)

}]
= max(lnA, lnB) + ln [1− exp {min(lnA, lnB)−max(lnA, lnB)}] (126)
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