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本章では剛体分子に対する分子動力学法を解説する. 剛体とは, 任意の 2点間 (2質点間)の距離が時間に依

存せず常に一定で, 変形しないような物体と定義される. 分子シミュレーションではしばしば水分子やメチル

基 (-CH3)など, 水素を含む部分の原子間の距離や角度を固定して, 剛体のように取り扱う. このようなモデル

を剛体回転子モデルという. 水素の伸縮運動といった速い運動を取り扱う必要が無くなり, 数値積分の時間刻

みを長く取ることができるため, より高速なシミュレーションを実現できる.

1 剛体運動の古典力学的記述

1.1 並進運動と回転運動の分離

1.1.1 分子の重心ベクトル

空間座標 (デカルト座標)系における分子 iの重心の位置ベクトルを RGi と書くことにする. 分子 iに属す

る原子 aの空間座標における位置ベクトル (相対座標ベクトル)を ra, 原子 aの質量をma とすると, 重心は

RGi =

∑ni

a=1mara∑ni

a=1ma
=

1

Mi

ni∑
a=1

mara (1)

と計算される. ここで, ni は分子に属する原子数, Mi は分子の全質量である. 原子 aの重心からの位置ベクト

ルを sa とすると, 位置ベクトル ra は
ra = RGi + sa (2)

と書ける. sa は重心を起点とするベクトルのため

ni∑
a=1

masa = 0 (3)

が成立する.

1.1.2 ニュートンの運動方程式

ニュートンの運動方程式から, 分子中の各原子に対して運動方程式は次のように書ける:

ma
d2ra
dt2

= Fa +

ni∑
b ̸=a

Fab (4)

右辺について, 第一項目は分子外の原子との相互作用で生じる力 (外力)であり, 第二項目は分子内の原子間相

互作用によって生じる力 (内力)である.
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1.1.3 重心の並進運動

ニュートンの運動方程式 (4)の両辺に対して, 分子内の原子について和を取ると

ni∑
a=1

ma
d2ra
dt2

=

ni∑
a=1

Fa +

ni∑
a=1

ni∑
b ̸=a

Fab =

ni∑
a=1

Fa (5)

を得る. なお, 最後の変形で内力は作用反作用によってキャンセルされることを利用した. 式 (2)を代入して,

恒等式 (3)を利用すると, 重心の並進に関する運動方程式

Mi
d2RGi

dt2
=

ni∑
a=1

Fa (6)

が得られる.

1.1.4 回転運動

まず初めに, 回転に関する物理量として, 分子の角運動量 Li, トルクNi を次のように定義する:

Li =

ni∑
a=1

ra × pa (7)

Ni =

ni∑
a=1

ra × Fa (8)

ここで, pa は運動量で pa = maṙa と計算される. 同様に, 重心の角運動量 LGi と重心周りの角運動量 LRi を

それぞれ

LGi = RGi ×MiṘGi (9)

LRi =

ni∑
a=1

(sa ×maṡa) (10)

と定義する. 式 (2)を用いて変形した運動量

pa = maṘGi +maṡa (11)

と, 恒等式 (2)を角運動量の定義 (7)に代入して, 恒等式 (3)を用いると

Li =
d

dt

{
ni∑
a=1

(RGi + sa)×
(
maṘGi +maṡa

)}

= RGi ×MiṘGi +

ni∑
a=1

(sa ×maṡa)

= LGi +LRi (12)

のように展開できる. この式から, 重心の角運動量と重心周りの角運動量が分離できることが分かる.

続いて, 回転に関する運動を具体的に考えていく. ニュートンの運動方程式 (4)の両辺に対して, ra をベク

トル積として左からかけて, 分子内の原子について和を取ると

ni∑
a=1

ra ×ma
d2ra
dt2

=

ni∑
a=1

ra × Fa +

ni∑
a=1

ni∑
b ̸=a

ra × Fab (13)
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となる. 左辺は運動量 pa = maṙa を用いて

ni∑
a=1

ra ×ma
d2ra
dt2

=
d

dt

(
ni∑
a=1

ra ×ma
dra
dt

)
=

d

dt

(
ni∑
a=1

ra × pa

)
(14)

と変形できる. 一方, 右辺第二項目は

ni∑
a=1

ni∑
b ̸=a

ra × Fab =

ni∑
a=1

ni∑
b>a

(ra × Fab + rb × Fba) =

ni∑
a=1

ni∑
b>a

(ra − rb)× Fab = 0 (15)

と計算される. 最後の計算では ra − ra と Fab は平行ベクトルのため外積がゼロになることを用いた. した

がって,

d

dt

(
ni∑
a=1

ra × pa

)
=

ni∑
a=1

ra × Fa (16)

が得られる. 角運動量の定義 (7)とトルクの定義 (8)を代入すると, 回転に関する運動方程式

dLi
dt

= Ni (17)

が得られた. さらに, 式 (2)と運動量の式 (11)を用いると

d

dt

{
ni∑
a=1

(RGi + sa)×
(
maṘGi +maṡa

)}
=

ni∑
a=1

(RGi + sa)× Fa (18)

となる. 恒等式 (3)と重心の並進に関する運動方程式 (6)を用いて整理すると,

d

dt

(
ni∑
a=1

sa ×maṡa

)
=

ni∑
a=1

sa × Fa (19)

を得る. これより, 分子の回転を表す運動方程式は重心周りの角運動量のみが関係し, 重心の角運動量に依存し

ないことが分かる. なお, 回転を表す運動方程式 (17)では, 実は分子を構成する原子が剛体として拘束されて

いるという条件を課していない. 続く節では, 剛体拘束を課すことで剛体の回転に関する運動方程式を導いて

いく.

1.2 剛体の回転運動

ここまで, 分子の運動は (1) 重心の並進運動, (2) 重心周りの回転運動に分離することができることを見てき

た. この節では, 重心周りの回転運動を詳しく見ることで, 剛体の回転に関する運動方程式 (オイラーの方程式)

を導出していく.

1.2.1 空間座標系と分子座標系

剛体運動を考える際には, 剛体に固定された座標系を用いるのが便利である. そこで, 空間座標系と分子座標

系を導入する. 空間座標系とは, 空間に固定された座標系である. 例えば, デカルト座標などである. 分子座標

系とは, 分子の重心を原点として張られる座標系であり, 空間座標から見ると分子とともに回転している. 分子

を構成する原子座標は, この回転座標中に固定されている.

次に, 空間を運動する任意の点 B を考える. 点 Bの運動は, 空間座標系から見るか, 分子座標系から見るか

で, 当然異なって見える. そこで, 空間座標系における位置ベクトルを B, 分子座標系における位置ベクトル

を B′ として, その時間変化を考えていく. 空間座標系での時間微分には d/dt, 分子座標系での時間微分には

d′/dtを用いることにする. 空間座標系での時間変化 dB′/dtは, 回転系での時間変化 d′/dtに加えて, 回転に
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よる時間変化の項が加わる. したがって, 空間座標系における時間微分と分子座標系における時間微分との間

には
dB′

dt
=
d′B′

dt
+ ω ×B′ (20)

が成立する.

回転による時間変化の項, すなわち式 (20) の右辺第二項目がどのように導き出されるかを見ていく. 空

間座標から見ると位置ベクトル B′ の時間変化は, 分子座標系の回転に対応する. そこで, 重心を通るある

軸の周りで, 分子が角速度 ωi で回転しているとする状況を考える. すなわち, 分子座標系では静止してい

る相対位置ベクトル B′ は, 空間座標系から見ると回転軸の周りで角速度 ω で回転している. ω は角速度

ベクトルであり, 回転軸と同じ方向を向いている. ベクトル B′ と回転軸のなす角を θ とすると, 微小時間

∆t の間に |∆B′| = |ωi||B′| sin θ∆t だけ変化する. さらに, ∆B′ は ω × B′ と同じ方向を向いているので

∆B′ = ω ×B′∆tと書ける. 故に ∆t→ 0とすれば,

Ḃ′ = ω ×B′ (21)

を得る.

剛体分子 iに属する原子の相対位置ベクトル sa の場合, 分子座標系で静止しているので,

ṡa = ωi × sa (22)

と計算することができる. この関係式は, ベクトルの時間微分公式 (20)から計算できる. すなわち, 原子の相対

位置ベクトル sa は分子座標系では固定されており, d′sa/dt = 0であることが直ちに求まる.

1.2.2 重心周りの回転運動

重心周りの角運動量を再掲する:

LRi =

ni∑
a=1

(sa ×maṡa) (23)

式 (22)を回転の運動方程式 (23)に代入すると

LRi =

ni∑
a=1

sa ×ma(ωi × sa) (24)

ベクトル公式A×B ×C = B(A ·C)−C(A ·B) を用いると,

LRi =

ni∑
a=1

ma {ωi(sa · sa)− sa(sa · ωi)} (25)

を得る. 角速度ベクトル ωi, 原子の重心からの相対座標ベクトル sa を空間座標系の成分で

ωi =

ωixωiy
ωiz

 , sa =

xaya
za

 (26)

のように表すと

LRi =

ni∑
a=1

ma

(s2a − x2a) −xaya −xaza
−xaya (s2a − y2a) −yaza
−xaza −yaza (s2a − z2a)

ωixωiy
ωiz

 (27)
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と具体的に計算できる. 慣性テンソル

Iµν ≡
ni∑
a=1

(|sa|2δµν − |saµ||saν |) (28)

を定義することで, 角運動量と角速度の関係式

LRi = Iωi (29)

が得られる.

ここまで, 分子座標系の座標の選び方は, 重心を原点に選ぶということ以外は任意であるとして議論を進めて

きた. 分子座標系の座標軸を, 分子の慣性主軸に沿って軸を固定すると, 議論が簡潔になり便利である. つまり,

慣性テンソル I が対角化されるように軸を選ぶと,

Lx = Ixωx (30)

Ly = Iyωy (31)

Lz = Izωz (32)

となる. この時, 慣性テンソルの対角成分 Ix, Iy, Iz を主慣性モーメントという. 以降の議論では, 分子座標系

は分子の慣性主軸に沿って固定する.

1.2.3 オイラーの運動方程式

角速度 ω で回転している分子座標系における回転の運動方程式を考える. 空間座標系と分子座標系の間に成

り立つベクトルの時間微分の関係式 (20)を, 回転の運動方程式 (17)に適用すると

dLi
dt

=
d′Li
dt

+ ω ×Li = Ni (33)

を得る. さらに角運動量と角速度の関係式 L = Iω を代入すると

Ii
dωi
dt

= Ni − ωi × (Iiωi) (34)

を得る. なお, 角速度ベクトル ω の時間微分は空間座標と分子座標で一致する. このことは, 空間座標系と分子

座標系の間に成り立つベクトルの時間微分の関係式 (20)を ω に用いたときに, ω × ω = 0であることから分

かる. 式 (34)は, オイラーの方程式と呼ばれる回転の運動方程式である. 分子の慣性主軸を分子座標系に選ん

でいる時, 角運動量と角速度の関係式 (30)–(32)より各成分は

Ix
dωx
dt

= Nx + (Iy − Iz)ωyωz (35)

Iy
dωy
dt

= Ny + (Iz − Ix)ωzωx (36)

Iz
dωz
dt

= Nz + (Ix − Iy)ωxωy (37)

と書き下せる. 以上により, 角速度ベクトル ω の時間変化を, 主慣性モーメント I とトルクN で関係づけるこ

とができた*1. 後は, 分子の配向を記述する一般化座標を導入すれば, 剛体の回転運動の記述が完成する.

*1 質点系の運動方程式との対応を考えると, 　角速度ベクトルは速度ベクトル, 主慣性モーメントは質量, トルクは力のように対応づ
けて考えると分かりやすい.
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1.3 オイラー角: 分子の配向を記述する一般化座標

剛体の回転運動は, 剛体の重心を通るある軸周りでの分子の回転であり, それによって分子の配向は時々刻々

変化していく. この節では, 分子の配向を記述する一般化座標であるオイラー角とその時間変化を見ていく.

1.3.1 オイラー角と空間座標系と分子座標系の変換

空間座標に対する分子座標の配向はオイラー角 (ϕ, θ, ψ)で決めることができる. 空間座標から分子座標への

変換はこのオイラー角を用いて, 以下の手続きによって行う. ここで, 空間座標系と分子座標系の原点 O, Gは

一致させるものとする.

1. z 軸を回転軸として, 座標系 Oxyz を逆時計周りに ϕだけ回転させる. 回転後の座標系は O′
x′y′z′

2. x′ 軸を回転軸として, 座標系 O′
x′y′z′ を逆時計周りに θ だけ回転させる. 回転後の座標系は O′′

x′′y′′z′′

3. z′′ 軸を回転軸として, 座標系 O′′
x′′y′′z′′ を逆時計周りに ψ だけ回転させる. 回転後の座標系は Õx̃ỹz̃

なお, 以上の操作においてオイラー角 (ϕ, θ, ψ)の変域は

0 ≤ ϕ, ψ ≤ 2π, 0 ≤ θ ≤ π (38)

とする. 空間座標 rs から分子座標 rb への変換は, 変換行列 Aを用いた座標の回転操作と, 分子の並進操作に

よって

rb = Ars −RG (39)

rs = Atrb +RG (40)

とかける. 変換行列Aは

A(ϕ, θ, ψ) = RψRθRϕ

=

 cosψ sinψ 0
− sinψ cosψ 0

0 0 1

1 0 0
0 cos θ sin θ
0 − sin θ cos θ

 cosϕ sinϕ 0
− sinϕ cosϕ 0

0 0 1


=

 cosψ cosϕ− cos θ sinϕ sinψ cosψ sinϕ+ cos θ cosϕ sinψ sinψ sin θ
− sinψ cosϕ− cos θ sinϕ cosψ − sinψ sinϕ+ cos θ cosϕ cosψ cosψ sin θ

sin θ sinϕ − sin θ cosϕ cos θ

 (41)

と表せる. なお変換行列Aは直行行列であるので, A−1 = At である.

1.3.2 オイラー角の時間変化: オイラー角と角速度 ω̃ の関係式

続いて, 分子座標系における角速度 ω̃ をオイラー角 (ϕ, θ, ψ)を用いて表す. ϕ̇は座標系 O′ の z′ 軸まわり, θ̇

は座標系 O′′ の x′′ まわり, ψ̇ は座標系 Õ の z̃ まわりの変化であるから, 各座標系における各速度は

ω′
ϕ =

0
0

ϕ̇

 , ω′′
θ =

θ̇0
0

 , ω̃ψ =

0
0

ψ̇

 (42)
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とかける. 各座標系の角速度を分子座標系に変換することで, 分子座標系での角速度 ω̃

ω̃ =

ω̃xω̃y
ω̃z

 = RψRθω
′
ϕ +Rψω

′′
θ + ω̃ψ

=

ϕ̇ sin θ sinψ + θ̇ cosψ

ϕ̇ sin θ cosψ − θ̇ sinψ

ϕ̇ cos θ + ψ̇


=

 cosψ sin θ sinψ 0
− sinψ sin θ cosϕ 0

0 cos θ 1

 θ̇ϕ̇
ψ̇


と計算できる. これを逆に解くと, オイラー角の時間微分を分子座標系の角速度を用いて表すことができる:

θ̇ = ω̃x cosψ − ω̃y sinψ (43)

ϕ̇ =
1

sin θ
(ω̃x sinψ + ω̃y cosψ) (44)

ψ̇ = ω̃z −
cos θ

sin θ
(ω̃x sinψ + ω̃y cosψ) (45)

1.3.3 オイラー角の時間変化: 四元数表示

オイラー角の時間変化 (43)–(45)には 1/ sin θという特異的な項が存在し, θ = 0, πで無限大に発散してしま

う. この発散を避けるために, 次のような四元数を導入する.

q0 = cos

(
θ

2

)
cos

(
ϕ+ ψ

2

)
(46)

q1 = sin

(
θ

2

)
cos

(
ϕ− ψ

2

)
(47)

q2 = sin

(
θ

2

)
sin

(
ϕ− ψ

2

)
(48)

q3 = cos

(
θ

2

)
sin

(
ϕ+ ψ

2

)
(49)

四元数は
∑
i q

2
i = 1 が成り立つため自由度は３であることに注意する. 四元数表示したオイラー角の時間変

化は,

q̇ =


q̇0
q̇1
q̇2
q̇3

 =
1

2


q0 −q1 −q2 −q3
q1 q0 −q3 q2
q2 q3 q0 −q1
q3 −q2 q1 q0




0
ω̃x
ω̃y
ω̃z

 (50)

≡ 1

2
S(q)ω̃(4) (51)

と表せる. *2 ここで定義した行列 S(q)は非対角成分が反対称となっている. また,

S(q)St(q) = (q20 + q21 + q22 + q23)E = |q|2E = E (52)

の関係式が成り立つことが確認できる. ここで, E は単位行列である.

*2 四元数の積は行列・ベクトル積で表すことができることが知られている. ここで得られた四元数の時間微分の行列・ベクトル積部
分は, 四元数の積 q̂ω̂ に対応している.
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なお, ここで導入した四元数を用いると変換行列A(回転操作)は以下のように表せる:

A(q) =

q20 + q21 − q22 − q23 2(q1q2 + q0q3) 2(q1q3 − q0q2)
2(q1q2 − q0q3) q20 − q21 + q22 − q23 2(q2q3 + q0q1)
2(q1q3 + q0q2) 2(q2q3 − q0q1) q20 − q21 − q22 + q23

 . (53)

2 剛体運動の解析力学的記述

ここまで, 剛体の運動を古典力学に基づいて記述した. すなわち, ニュートンの運動方程式を出発点として,

重心の並進運動と重心周りの回転運動に分離し, 回転に関する運動方程式であるオイラーの方程式を導出した.

本節では, 剛体分子の回転に関する運動を解析力学の観点から記述する. 回転運動に関するラグランジアンか

らハミルトニアンを導入し, ハミルトンの正準方程式より運動方程式を得る. 最終的には得られる運動方程式

は, 古典力学で得られたオイラーの方程式と一致する. すなわち, ハミルトン形式で記述したとしても, 得られ

る運動方程式は古典力学に基づく記述と一緒である. しかしながら, ハミルトン形式で運動を記述することは,

分子動力学アルゴリズム, とりわけシンプレクティック剛体分子動力学法を構築するのに役に立つ.

2.1 剛体の回転運動に対するハミルトニアン

2.1.1 重心周りの回転運動エネルギー

分子座標上の重心位置からの原子の相対位置ベクトルの時間微分を ṡa を用いると, 分子の重心周りの回転の

運動エネルギーは

T (ω) =

ni∑
a=1

1

2
maṡ

2
a

=

ni∑
a=1

1

2
ma(ω̃ × sa) · (ω̃ × sa)

=
1

2
(Ixxω̃

2
x + Ixyω̃xω̃y + Ixzω̃xω̃z + Iyyω̃

2
y

+ Iyxω̃yω̃x + Iyzω̃yω̃z + Izzω̃
2
z + Izxω̃zω̃x + Izyω̃zω̃y)

=
1

2
ω̃tIω̃ (54)

と計算される. 剛体座標系の座標軸を剛体の慣性主軸に一致するように選ぶと

T (ω) =
1

2
(Ixxω̃

2
x + Iyyω̃

2
y + Izzω̃

2
z) (55)

となる. 以後, 剛体座標系の座標軸は慣性主軸に一致するように選ぶことにする.

回転の運動エネルギーの四元数表示を導入する:

T (ω(4)) =
1

2
I00ω

2
0̃
+ T (ω) =

1

2
ω(4)tD−1ω(4) (56)

ここで,

D ≡


I−1
00 0 0 0
0 I−1

xx 0 0
0 0 I−1

yy 0
0 0 0 I−1

zz

 (57)

で定義される. また, 四元角速度は, q̇ = 1
2S(q)ω

(4), S(q)St(q) = |q|2E より

ω(4) ≡ (ω0, ω̃x, ω̃y, ω̃z)
t =

2

|q|2
St(q)q̇ (58)
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と表される.

2.1.2 剛体の回転運動に対するラグランジアン

四元数を用いた剛体の回転運動に対するラグランジアンは

L(q, q̇) = T (ω(4))− ϕ(q)

=
1

2
ω(4)tD−1ω(4) − ϕ(q)

=
2

|q|4
{
St(q)q̇

}t
D−1

{
St(q)q̇

}
− ϕ(q)

=
2

|q|4
q̇tS(q)D−1St(q)q̇ − ϕ(q) (59)

と導出される. q に共役な運動量 π は

π =
∂L(q, q̇)
∂q̇

=
4

|q|4
S(q)D−1St(q)q̇ =

2

|q|4
S(q)D−1ω(4) (60)

と表される. 一方で, 四元角速度は

ω(4) =
|q|2

2
DSt(q)π (61)

と表すことができる.

2.1.3 剛体の回転運動に対するハミルトニアン

ラグランジアンをルジャンドル変換するすると, 剛体の回転に対するハミルトニアンは

H(q,π) = q̇ · π − L(q, q̇) (62)

= q̇ · 4

|q|4
S(q)D−1St(q)q̇ −

{
2

|q|4
q̇tS(q)D−1St(q)q̇ − ϕ(q)

}
(63)

=
2

|q|4
q̇tS(q)D−1St(q)q̇ + ϕ(q) (64)

=
2

|q|4
{
St(q)q̇

}t
D−1

{
St(q)q̇

}
+ ϕ(q) (65)

=
1

8
πtS(q)DSt(q)π + ϕ(q) (66)

=
1

8

{
S(q)tπ

}t
D
{
St(q)π

}
+ ϕ(q) (67)

と導出できる. ただし, 最後の変形には式 (60)から導かれる関係式

Stq̇ =
|q|2

4
St(q)Dπ (68){

Stq̇
}t

=
|q|2

4
πtDtS(q) (69)

を利用した. また, 行列D は, その定義より対角成分のみ持ち, D = Dt, DS = SD であるので

DtS(q)D−1St(q)D = DS(q)D−1St(q)D = S(q)DSt(q) (70)

のように計算できる.
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2.2 回転に対する運動方程式

ハミルトンの正準方程式は

q̇ =
∂H(q,π)

∂π
=

1

2
S(q)ω(4) (71)

π̇ = −∂H(q,π)

∂q
= −1

2
S(π)ω(4) − ∂ϕ(q)

∂q
(72)

と計算される. 各成分について具体的に書き下すと

q̇ =


q̇0
q̇1
q̇2
q̇3

 =
1

2


q0 −q1 −q2 −q3
q1 q0 −q3 q2
q2 q3 q0 −q1
q3 −q2 q1 q0



ω0

ωx
ωy
ωz

 (73)

π̇ =


π̇0
π̇1
π̇2
π̇3

 = −1

2


π0 π1 π2 π3
π1 −π0 π3 −π2
π2 −π3 −π0 π1
π3 π2 −π1 −π0



ω0

ωx
ωy
ωz

−


∂ϕ(q)
∂q0
∂ϕ(q)
∂q1
∂ϕ(q)
∂q2
∂ϕ(q)
∂q3

 (74)

である.

ここで, 四元角速度の時間微分を計算すると

ω̇(4) =
d

dt

{
|q|2

2
DSt(q)π

}
= |q||q̇|DStπ +

|q|2

2
DṠt(q)π +

|q|2

2
DSt(q)π̇

= 2
|q̇|
|q|

ω(4) +
|q|2

2
DSt(q̇)π +

|q|2

2
DSt(q)π̇

= ω0ω
(4) +

|q|2

2
DSt(q̇)π +

|q|2

2
DSt(q)π̇ (75)

となる. 具体的に各成分を計算すると,

ω̇0 = ω2
0 (76)

ω̇1 = ω0ωx + |q|2Nx
Ixx

+
Iyy − Izz
Ixx

ωyωz (77)

ω̇2 = ω0ωx + |q|2Ny
Iyy

+
Izz − Ixx
Iyy

ωxωz (78)

ω̇3 = ω0ωx + |q|2Nz
Izz

+
Ixx − Iyy

Izz
ωxωy (79)

を得る. ω0(t = 0) = 0, |q(t = 0)|2 = 1である時, ω0 ≡ 0, |q|2 ≡ 1 (t ≥ 0)となり, オイラーの方程式と一致

することが確認できる.
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3 剛体の回転運動に対する分子動力学アルゴリズム

ミクロカノニカルアンサンブルにおける剛体の回転に対する分子動力学アルゴリズムを考える. まず初めに,

ハミルトニアン (67)を 5つの部分に分割する.

H(q,π) =

4∑
k=0

hk(q,π) (80)

ここで,

hk(q,π) =

{
1

8Ik
[πtPkq]

2, for k = 0, 1, 2, 3

ϕ(q), for k = 4
(81)

P0q =


q0
q1
q2
q3

 , P1q =


−q1
q0
q3
−q2

 , P2q =


−q2
−q3
q0
q1

 , P3q =


−q3
q2
−q1
q0

 (82)

と定義した. 次に, 演算子 Dk を次のように導入する:

Dk = ∇phk(q,π) · ∇q −∇qhk(q,π) · ∇p (83)

k = 0, 1, 2, 3に対して

∇phk(q,π) = ζkPkq (84)

∇qhk(q,π) =

{
−ζkPkπ for k ̸= 0

ζkPkπ for k = 0
(85)

と計算される. ただし

ζk =
1

4Ik
πtPkq (86)

と定義した. 鈴木・トロッター展開を用いると, 時間発展演算子 eD∆t は

eD∆t = eD4
∆t
2

[
eD3

δt
2 eD2

δt
2 eD1δteD2

δt
2 eD3

δt
2

]n
eD4

∆t
2 +O

(
(∆t)3

)
(87)

と分割できる. ここで, δt = ∆t/nである. 演算子 Dk(k = 1, 2, 3)に対して

Dkζk = 0 (88)

Dkq = ζkPkq (89)

Dkπ = ζkPkπ (90)

Dk(Pkq) = −ζkq (91)

Dk(Pkπ) = −ζkπ (92)

が成り立つことを用いると, k = 1, 2, 3に対して位相空間の時間発展は

eDk∆tq = cos(ζk∆t)q + sin(ζk∆t)Pkq (93)

eDk∆tπ = cos(ζk∆t)π + sin(ζk∆t)Pkπ (94)
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のように計算されることが示される. また, k = 4に対する時間発展は

eD4∆tπ = π + F (4)∆t (95)

と計算される. ここで,
F (4) = 2S(q)N (4) (96)

である. N (4) は 4元数表示したトルクで

N (4) =

{∑
a

Fa · sa,
∑
a

sa × Fa

}
+N

(4)
int = {0, Nx, Ny, Nz} (97)

とかかれる.
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