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2つの N 原子系の構造を重ね合わせることを考える. 各原子の座標ベクトルの組を xn, yn と表す. xn は重

ね合わせの対象となる構造 (target), yn は重ね合わせの参照構造 (model)である. nの範囲は 1 ≤ n ≤ N で

ある. 座標ベクトルをまとめて 3×N 行列 X と Y で表す. X と Y の n列目はそれぞれ xn と yn である. 直

交変換 (剛体の回転) U と並進移動 t を用いて,

E ≡ 1

N

N∑
n=1

wn|Uxn + t− yn|2 (1)

を定義する. wn は各原子に対する重みであるが, 通常 wn = 1として取り扱うので, 以降では wn を取り除い

た表式を考える. RMSDは E の最小値の平方根で定義される:

RMSD =
√
Emin. (2)

RMSDの計算は, E を最小化するような剛体の回転並進移動を求める問題へと帰着する. 回転行列を求める方

法はいくつか提案されている. 例えば, W. Kabschが提案した Lagrangeの未定乗数法から計算する方法 [1, 2]

や, 特異値分解を用いた方法 [3], 四元数を用いた方法 [3, 4, 5]などが提案されている.

1 並進移動 tの計算

まずはじめに並進移動 tを考える. E の極値は

N∑
n=1

(Uxn + t− yn) = 0 (3)

を満たすので, これを解くと並進移動 tは

t =
1

N

N∑
n=1

yn − U 1

N

N∑
n=1

xn

= ỹ − U x̃ (4)

と求まる. ここで x̃と ỹは重心座標である. 新たな座標

x̃n = xn − x̃, (5)

ỹn = yn − ỹ, (6)

を導入すると, 計算すべき E は以下のように書き直すことができる:

E =
1

N

N∑
n=1

|U x̃n − ỹn|2 =
1

N

N∑
n=1

|x̃′
n − ỹn|2. (7)
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まとめると, 並進移動 tは 2つの構造の重心を原点に移動させる操作である. これから見ていく計算について

は, 事前に構造の重心を原点に移動させたものとしてチルダを省略して書くことにする.

2 Lagrange未定乗数法を使う場合 [1, 2]

2.1 直交変換 U の導出

直交行列 U = {uij}の拘束条件 (直交条件)
∑K

k=1 ukiukj − δij = 0 のもとで, 以下の関数の極値を求める:

E =

N∑
n=1

wn|Uxn − yn|2. (8)

ラグランジュの未定乗数である対称行列 L = {lij}と, その補助関数

F =
∑
i,j

lij

(
K∑

k=1

uklukj − δij

)
(9)

を定めると, ラグランジュ関数は

G = E + F (10)

=

N∑
n=1

wn|Uxk − yk|2 +
∑
i,j

lij

(
K∑

k=1

ukiukj − δij

)
(11)

となる. それぞれの異なる直交条件について独立した lij が得られるので, 拘束条件下での E の極小値は Gの

極小値の中に含まれている. Gが極小値を持つ条件は,

∂G

∂uij
=

K∑
k=1

uik

(
N∑

n=1

wnxnkxnj + lkj

)
−

N∑
n=1

wnynixnj = 0 (12)

であることと,

∂2G

∂umk∂uij
= δml(

N∑
n=1

wnynkxnj + lkj) (13)

が正値行列の要素であることである. xnk と ynk はそれぞれ xn と yn の k番目の要素である. ここで対称行列

Rij =
∑
n

wnynixnj (14)

Sij =
∑
n

wnxnixnj (15)

を定義すると, 式 (12)は

U(S + L) = R (16)

と書き直せる. 式 (13)より i = m = 1に対して, ラグランジュ関数 Gの極小値は S + Lが正値であることを
必要とする.

式 (8)が極値となる直交行列 U を求めていく. それには U が直交となるような, ラグランジュの未定乗数の
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対称行列 Lを見つければ良い. 式 (16)の両辺にそれぞれの転置行列を作用させると,

[U(S + L)]t[U(S + L)] = (S + L)tU tU(S + L) (17)

= (S + L)t(S + L) (18)

= (S + L)(S + L) (19)

= RtR. (20)

となる. RtRは正値対称行列であるので

RtR = PΛPt = PΛ
1
2PtPΛ

1
2Pt (21)

と対角化できる. RtRは固有値 λk と固有ベクトル ak を持つ. S +Lも正値対称行列であるので, 固有値
√
λk

と規格化された固有ベクトル ak を持つ. 対角化の表式から一般的な解として,

S + L = {lij + sij} =

N∑
k=1

akiakj · σk

√
λk (22)

を得る. ここで, σk = ±1となる量を導入した. 単位ベクトル bk を

bk = Uak =
1

σk

√
λk

U(S + L)ak =
1

σk

√
λk

Rak (23)

と定義すると, 直交行列 U は最終的に

uij =

K∑
k=1

bklakj (24)

と計算される. 極値点における E は

E =

N∑
n=1

wn|Uxn − yn|2 (25)

=

N∑
n=1

wn

(
x2
n + y2

n

)
− 2

N∑
n=1

wnyn · (Uxn) (26)

=

N∑
n=1

wn

(
x2
n + y2

n

)
− 2

N∑
n=1

wn

{
K∑

k=1

(bk · yk)(xk · ak)

}
(27)

=

N∑
n=1

wn

(
x2
n + y2

n

)
− 2

K∑
k=1

bk · (Rak) (28)

=

N∑
n=1

wn

(
x2
n + y2

n

)
− 2

K∑
k=1

σk

√
λk (29)

と計算される. 全ての k について σk = −1の時, E は最大となる. 一方, 全ての k について σk = 1の時, E は

最小となる.

もし det[R] > 0 であるならば, E の最小値に対応する直交行列 U は適切な回転を与える. しかし,

det[R] < 0 の場合, E の最小値に対して不適切な回転を与えてしまう. この場合, 最も適切な回転に対応す

る E の最小値は, σ1 = σ2 = 1, σ3 = −1 となる. ただし, λ3 が最も小さい固有値であることを仮定した.

det[R] < 0の時, 固有値が縮退していると, 最も適切な回転行列を一意に決めることができない.
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2.2 アルゴリズム

1. 2つの構造の重心が原点となるように平行移動させる.

2. RtRを計算し, 固有値 λk と対応する固有ベクトル ak を求める. 固有値は λ1 ≥ λ2 ≥ λ3 となるように

ソートする. また右手系となるように, a3 = a1 × a2 と設定する.

3. Rak (k = 1, 2, 3)を計算する. 最初の二つのベクトルを規格化して, b1,b2 を得る. b3 = b1 × b2 と設

定する. λ2 ≥ λ3 = 0となっていないか確認する.

4. 回転行列 U を計算する. もし b3 · (Ra3) < 0の時, σ3 = −1とする. それ以外の場合は σ3 = 1とする.

これを用いて E の最小値を計算することができる.
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3 特異値分解を用いた方法 [3]

3.1 直交変換 U の導出

式 (7)を変形すると

NE =

N∑
k=1

|x′
k − yk|2

= Tr[(X ′ − Y)t(X ′ − Y)]

= Tr[X ′tX ′] + Tr[YtY]− 2Tr[YtX ′]

=

N∑
k=1

|xk|2 + |yk|2 − 2Tr[YtX ′]

を得る. したがって, E の最小化問題は Tr[Y ′tX ′]の最大化問題に帰着する. トレースの値は行列の演算の順を

入れ替えても同じ値となるため,

Tr[YtX ′] = Tr[YtUX ] = Tr[XYtU ] = Tr[RU ] (30)

が成立する. 最後の式変形で, 以下のように定義される相関行列Rを導入した:

R ≡ XYt =

N∑
k=1

xky
t
k, (31)

→ Rij =

N∑
k=1

xikyjk (i, j = 1, 2, 3). (32)

相関行列Rは

R = VΣWt (33)

のように特異値分解できる. V は左特異ベクトル, W は右特異ベクトル, Σ は特異値行列 (the positive

semidefininite diagonal matrix of singular values) である. 相関行列 Rの i番目の特異値を σi とおく. 相関

行列Rの特異値分解により

Tr[RU ] = Tr[VΣWtU ] = Tr[ΣWtUV ] =
3∑

i=1

σiw
t
iUvi =

3∑
i=1

σiTii (34)

を得る. ここで直交行列 T = WtUV を導入した. |Tii| ≤ 1であるので,

Tr[YtX ′] ≤
3∑

i=1

σi (35)

である. Tr[Y ′tX ′]の最大値は

Tr[YtX ′] =

3∑
i=1

σi (36)
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であるので, 式 (30)より E の最小値は

Emin =
1

N

N∑
k=1

|xk|2 + |yk|2 −
2

N
(σ1 + σ2 + χσ3) (37)

と計算される. この時, Tr[Y ′tX ′] =
∑N

i=1 σi であるので, 回転行列 U は

U = WVt (38)

となる. しかし, この行列は特異ベクトル行列W あるいは V が異なるカイラリティ, つまり det[R] < 0の時,

不適切な回転になる. このような場合, もっとも適切な回転は

Uvi = +wi (for i = 1, 2) (39)

Uvi = −wi (for i = 3) (40)

で与えられることが示せる (例えば, X から Y への回転を表すためにオイラー角を利用する). このような理由

で E の最小値は

Emin =
1

N

N∑
k=1

|xk|2 + |yk|2 −
2

N
(σ1 + σ2 + χσ3) (41)

と計算される. ここで, χ = sgn[detR]であり, σi は相関行列 Rの i番目の特異値で, σ1 ≥ σ2 ≥ σ3 ≥ 0を満

たす. この時, ターゲット構造と参照構造の最適な重ね合わせを実現する回転行列は

U = W

 1
1

χ

Vt (42)

となる.
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4 四元数を用いる方法 [3, 4, 5]

4.1 直交変換 U の導出

xk と yk を純四元数を用いて,

x̂k = [0, xk], (43)

ŷk = [0, yk] (44)

と拡張する. また座標の回転行列は

[0, U(q̂)xk] = q̂x̂k q̂
c (45)

で書かれる. E の四元数表示 Eq は

Eq =
1

N

N∑
n=1

(q̂x̂k q̂
c − ŷk)(q̂x̂k q̂

c − ŷk)
c (46)

である. 式 (46)を展開すると,

NEq =

N∑
n=1

{(q̂x̂k q̂
c)(q̂x̂k q̂

c)c + ŷkŷ
c
k − (q̂x̂k q̂

c)ŷck − ŷk(q̂x̂k q̂
c)c}

=

N∑
n=1

{x̂kx̂
c
k + ŷkŷ

c
k + (q̂x̂k q̂

c)ŷk + ŷk(q̂x̂k q̂
c)} (47)

となる. 途中式展開において, q̂q̂c = 1であることと, 純四元数の性質である ŷck = −ŷ であることを使用した.

さらに純四元数において, âb̂+ b̂â = 2[−a · b, 0] = 2[{âb̂}0, 0]が成立するので, 式 (47)の最後の 2項は

(q̂x̂k q̂
c)ŷk + ŷk(q̂x̂k q̂

c) = 2[{ŷk(q̂x̂k q̂
c)}0, 0] (48)

と計算される. さらに補足で定義されている AL, AR と L = (q0, q1, q2, q3)
t を用いると

2{ŷk(q̂x̂k q̂
c)}0 = 2{(ŷk q̂x̂k)q̂

c}0
= 2LtAL(yk)AL(xk)L (49)

と書き直せることから,

NEq =

N∑
n=1

(|xk|2 + |yk|2)− 2LtFL (50)

を得る. ここで

F = −
N∑

n=1

AL(yk)AR(xk) (51)

と定義した. 成分をあらわに書き下すと,

F =


R11 +R22 +R33 R23 −R32 R31 −R13 R12 −R21

R23 −R32 R11 −R22 −R33 R12 +R21 R13 +R31

R31 −R13 R12 +R21 −R11 +R22 −R33 R23 +R32

R12 −R21 R13 +R31 R23 +R32 −R11 −R22 +R33

 (52)
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となる. ここで,

Rij =

N∑
n=1

xikyjk, for i, j = 1, 2, 3, (53)

である. Eq の最小値を求める問題は, 2次形式 LtFLの最大値を LtL = 1の拘束条件のもとで求める問題に

なっている. LtFLは対称行列 F のレイリー商であるので, その最大値は F の最も大きい固有値 λmax に等し

い. したがって, 固有値問題

FL = λL (54)

を解けばいい. λは固有値, Lは固有ベクトルである. Lの各成分は四元数である. つまり, 固有ベクトル Lの
成分 q0, q1, q2, q3 を用いれば, Eq の極値を与えるような回転行列を得ることができる:

U(q) =

 q20 + q21 + q22 − q23 2(q1q2 − q0q3) 2(q1q3 + q0q2)
2(q1q2 + q0q3) q20 − q21 + q22 − q23 2(q2q3 − q0q1)
2(q1q3 − q0q2) 2(q2q3 + q0q1) q20 − q21 − q22 + q23

 . (55)

一方で, Best-fit RMSD eq は次のように計算される:

eq =
√
min{Eq} =

√√√√ 1

N

{
N∑

n=1

(|xk|2 + |yk|2)− 2λmax

}
, (56)

ここで λmax は行列 Lの最大の固有値である.
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5 補足 (数学の基礎)

5.1 四元数 [6, 7, 8, 3, 4, 5]

四元数は複素数の一般化である. 複素数は 2つの実数を用いて a+ ibと表され, 平面のベクトルに対応する

ことはよく知られている. 四元数は複素数を空間に拡張したものである. 四元数を用いると, オイラー角の回転

に存在する特異点を無くすことができるなどのメリットがある.

5.1.1 四元数の表記

四元数 q̂ はスカラー部分 q0 とベクトル部分 q = (q1, q2, q3)から構成され,

q̂ = q0 + q1i+ q2j+ q3k (57)

あるいは 4成分のベクトルを用いて

q̂ = [q0, q1, q2, q3] ≡ [q0,q] (58)

で表される. ここで uは単位要素である. 基底ベクトル i, j,kは複素数的な性質を持つ:

i2 = j2 = k2 = ijk = −u, ij = −ji = k, jk = −kj = i, ki = −ik = j. (59)

5.1.2 恒等四元数, 共役四元数, ノルム, 逆四元数

恒等四元数 1̂, 共役四元数 q̂c, 二乗ノルム N(q̂), 逆四元数 q̂−1 を以下のように定義する:

1̂ ≡ [1,0], (60)

q̂c ≡ [q0,−q], (61)

N(q̂) ≡ q̂cq̂ = q̂q̂c = q20 + q · q, (62)

q̂−1 ≡ qc

N(q̂)
=

[q0,−q]

N(q̂)
. (63)

5.1.3 和, 積 (外積)

四元数の和と積は

p̂+ q̂ = [p0 + q0, p+ q], (64)

p̂q̂ = [p0q0 − p · q, p0q+ q0p+ p× q] (65)

と計算される. 四元数の積では一般に結合法則 â(b̂ĉ) = (âb̂)ĉは成り立つが, 非可換 âb̂ ̸= b̂âである. 四元数の

積の式は, 次の計算から確かめることができる:

(p0 + p1i+ p2j+ p3k)(q0 + q1i+ q2j+ q3k)

= p0q0 − p1q1 − p2q2 − p3q3

+(p0q1 + p1q0 + p2q3 − p3q2)i

+(p0q2 + p2q0 + p3q1 − p1q3)j

+(p0q3 + p3q0 + p1q2 − p2q1)k. (66)
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四元数の積は行列の積で表すことができる. 四元数の積を計算すると,

p̂q̂ =


p0q0 − p1q1 − p2q2 − p3q3
p1q0 + p0q1 − p3q2 + p2q3
p2q0 + p3q1 + p0q2 − p1q3
p3q0 − p2q1 + p1q2 + p0q3

 (67)

=


p0 −p1 −p2 −p3
p1 p0 −p3 p2
p2 p3 p0 −p1
p3 −p2 p1 p0




q0
q1
q2
q3

 (68)

=


q0 −q1 −q2 −q3
q1 q0 q3 −q2
q2 −q3 q0 q1
q3 q2 −q1 q0




p0
p1
p2
p3

 (69)

となる. そこで, 行列 AR と AL を

AR(p̂) =


p0 −p1 −p2 −p3
p1 p0 −p3 p2
p2 p3 p0 −p1
p3 −p2 p1 p0

 , AL(p̂) =


p0 −p1 −p2 −p3
p1 p0 p3 −p2
p2 −p3 p0 p1
p3 p2 −p1 p0

 (70)

と定義することで, 四元数の積を次のように表すことができる:

p̂q̂ ≡ AL(p̂)L, p̂は左からq̂に作用する, (71)

q̂p̂ ≡ AR(p̂)L, p̂は右からq̂に作用する. (72)

ただし, L = (q0, q1, q2, q3)
t は四元数 q̂ の 4成分列ベクトル表示である.

共役四元数, 逆四元数の積に関して次の関係式が成立する:

(p̂q̂)c = q̂cp̂c, (73)

(p̂q̂)−1 = q̂−1p̂−1. (74)

5.1.4 純四元数

第 0成分の値がゼロの四元数 q̂ = (0,q)を純四元数と呼ぶ. 純四元数の場合, 積と共役四元数は

p̂q̂ = [−p · q, p× q], (75)

q̂c = (0,−q) = −q̂, (76)

と計算される.

5.1.5 内積

四元数の内積は

p̂ · q̂ = p0q0 + p · q (77)

と計算される. ベクトルの内積と同様, 四元数の内積もスカラーである.
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5.2 四元数を用いた剛体の回転

5.2.1 回転を表す四元数

回転角 (スカラー)と回転軸 (ベクトル)の 4成分によって剛体の回転を四元数で表せる. 回転角 θ と単位ベ

クトル vを用いて, 次の四元数を定義する:

q̂ =

[
cos

θ

2
, v sin

θ

2

]
(78)

5.2.2 座標系を空間に固定して位置ベクトルを回転する場合

r = [0, r]を座標系を固定したまま位置ベクトルの回転によって得られた座標を r′ = [0, r′]とする. r′ と r

は

r′ = q̂rq̂c, [0, r′] = [q0, q][0, r][q0, − q] ≡ [0, U(q)r] (79)

の関係で結ばれる. これを具体的に計算すると,

[0, r′] = [q0, q][0, r][q0, − q]

= [−q · r, q0r+ q× r][q0, − q]

= [0, (q · r)q+ q20r+ 2q0(q× r) + q× (q× r)]

= [0, (qq) · r+ q20r+ 2q0(I× q) · r+ (q · r)q− (q · q)r]
= [0,

{
(q20 − |q|2)I+ 2(qq+ q0I× q)

}
· r]

となる. 途中, 第 3行目から第 4行目の展開において, parallel projection: (aa) ·b = (a ·b)a, cross operator:
a× b = (I× a) · b, A× (B×C) = (A ·C)B− (A ·B)C を用いた. 回転角と単位ベクトルを用いて,

[0, r′] = [0, {vv + (I− vv) cos θ + (I× v) sin θ} · r] (80)

ともかける. 3× 3の回転行列の成分を書き下すと次のようになる:

U(q) =

 q20 + q21 + q22 − q23 2(q1q2 − q0q3) 2(q1q3 + q0q2)
2(q1q2 + q0q3) q20 − q21 + q22 − q23 2(q2q3 − q0q1)
2(q1q3 − q0q2) 2(q2q3 + q0q1) q20 − q21 − q22 + q23

 . (81)

U は直交行列であるから U−1 = U t である.

5.2.3 点を空間に固定して座標系を回転する場合

r′ = [0, r′]は座標軸 r = [0, r]をの回転によって得られた新たな座標軸とする. r′

r′ = q̂crq̂, [0, r′] (82)

という変換で得られる. 具体的に計算すると,

[0, r′] = [0,U(q̂)r]
= [0,

{
(q20 − |q|2)I+ 2(qq+ q0v × I)

}
· r] (83)

= [0, {vv + (I− vv) cos θ + (v × I) sin θ} · r] (84)
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を得る. 3× 3の回転行列は

U(q) =

 q20 + q21 + q22 − q23 2(q1q2 + q0q3) 2(q1q3 − q0q2)
2(q1q2 − q0q3) q20 − q21 + q22 − q23 2(q2q3 + q0q1)
2(q1q3 + q0q2) 2(q2q3 − q0q1) q20 − q21 − q22 + q23

 . (85)

とかける.

5.3 行列の対角化

5.3.1 ヤコビ法 [9]

ヤコビ法は実対称行列 (エルミート行列) の全ての固有値・固有ベクトルを求めるための数値的な解法であ

る. ヤコビ法では固有値が相似変換によって変化しないことを利用して, ある直交行列の列 G1, G2, G3 を用い

た相似変換

A1 = Gt
1AG1

A2 = Gt
2AG2

A3 = Gt
3AG3

により, 行列 Aが徐々に対角行列に近くようにする. Ak が十分に対角行列に近くなると, (すなわち非対角成

分の大きさが無視できる程度) その対角成分を固有値とみなせる.

Ak が与えられた時, Ak+1 を求めるには次のようにする. まず, Ak の絶対値の最大の要素を apq とする.

Ak → Ak+1 の変形ではこの要素を相似変換により 0にすることを考える. そのため, Gk として次の行列を用

いる.

Gk =



1
. . .

1
cos θ sin θ

1
. . .

1
− sin θ cos θ

1
. . .

1



(86)

Gk は単位行列の pp成分と qq を cos θ, pq 成分を sin θ, qp成分を − sin θ と置き直したものである. これは第

p行第 q 列の 2つの変数が作る平面内での回転行列であり, 直交行列である. Gk による相似変換を Givens変

換と呼ぶ. Givens 変換 Ak+1 = Gt
kAkGk では変化を被る要素を第 p 行または第 q 行に属する要素と第 p 列

または第 q 列に属する要素のみである. Ak の要素を aij , Ak+1 の要素を a′ij と書くと, a′ij は次のように表さ
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れる:

a′ij = aij (i ̸= p, q かつ j ̸= p, q)

a′pj = apj cos θ − apj sin θ (j ̸= p, q)

a′qj = apj sin θ + aqj cos θ (j ̸= p, q)

a′ip = aip cos θ − aiq sin θ (i ̸= p, q)

a′iq = aip cos θ + aiq sin θ (i ̸= p, q)

a′pp = app cos
2 θ + aqq sin

2 θ − 2apq sin θ cos θ

a′qq = app sin
2 θ + aqq cos

2 θ + 2apq sin θ cos θ

a′pq =
1

2
(app − aqq) sin 2θ + apq cos 2θ

ここで, 0にしたい要素は a′pq である. つまり

a′pq =
1

2
(app − aqq) sin 2θ + apq cos 2θ = 0 (87)

であるから,

tan 2θ =
−2apq

app − aqq
(88)

となるような回転角 θ をえらぶ. 以上の相似変換を繰り返すことで, 固有値が Ak+1 の対角成分として得られ

る. 固有ベクトルは

G1G2 · · ·Gk+1E (89)

の列ベクトルとして求まる.
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