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ここでは統計力学について簡単にまとめる. 詳しくは統計力学の教科書を参照のこと [1, 2, 3, 4, 5].

1 分布関数, リウビルの定理

1.1 分布関数

古典粒子系を考える. 系の微視的状態は位相空間 Γ = (q,p)上の 1つの点で指定できる. これを代表点とい

う. 多数の同様な力学系を考え, それらの代表点 (微視的状態)が位相空間内に分布していると考える. この集

団 (代表点の集まり)を統計集団あるいはアンサンブルと呼ぶ. 系の数が多い時, 位相空間中の代表点の密度を

考えることができる. 代表点の位相空間における分布を分布関数, あるいは確率密度といい f(q,p) であらわ

す. アンサンブルはそれを特徴付ける分布関数で定義される.

位相空間中の点が実現する確率は ∫
∆Γ

dqdp f(q,p) (1)

である. ここで
∫
dqdpは全ての粒子の座標と運動量に関する積分∫

dqdp =

∫
dq1dq2 · · · dq3Ndp1dp2 · · · dp3N (2)

を意味する.

分布関数が与えられれば物理量 A(q,p)の平均値 ⟨A⟩は

⟨A⟩ =
∫

dqdp A(q,p)f(q,p) (3)

と計算することができる.

1.2 リウヴィルの定理

時間が経過すると代表点の集合は位相空間内を流体のように流れる. つまり, 分布関数 f(q,p)は位相空間内

を流れていく. そこで, 位相空間内の f(q,p)の時間変化を考えよう. 位相空間内のある点 Γ = (q,p)における

分布関数の変化について連続の式が成り立つ.

∂f

∂t
+ div(Γ̇f) = 0 (4)

これを一般化されたリウヴィル方程式と呼ぶ. ここで div は座標空間での発散でなはく位相空間での発散であ

る. すなわち

div =
∂

∂Γ
(5)
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である. 式 (4)の左辺第 1項目は位相空間内のある点 Γ = (q,p)周りの微小体積に含まれる代表点の数の単位

時間あたりの変化を意味する. 一方, 左辺の第 2項目は位相空間上での流れを表すベクトル場の発散量であり,

単位時間に流入した代表点の数と流出した代表点の数の差を意味する. つまり一般化されたリウヴィル方程式

は代表点に関する局所的な保存則であり, 代表点が生成消滅することはないことを意味する. 式 (4) 左辺第 2

項は

div(Γ̇) =
∂

∂Γ
· (Γ̇f)

= Γ̇ · ∂f
∂Γ

+

(
∂

∂Γ
· Γ̇
)
f (6)

と計算される. ハミルトンの正準方程式より, 最後の式の第 2項は 0になる:

∂

∂Γ
· Γ̇ =

N∑
i=1

(
∂

∂qi
q̇i +

∂

∂pi
ṗi

)

=

N∑
i=1

(
∂

∂qi

∂H
∂pi

− ∂

∂pi

∂H
∂qi

)
= 0 (7)

これを式 (4)に代入すると
∂f

∂t
+ Γ̇ · ∂f

∂Γ
=

df

dt
= 0 (8)

が導かれる. この式 (8)をリウヴィル方程式という. 左辺第 2項目にあらわれた演算子はリウビル演算子であ

る. 全微分 df/dtは位相空間内の f の流れに沿って f の時間変化を計算した量である. 一方, 偏微分 ∂f/∂tは

観察する点 Γを固定して f の時間変化を計算した量である. df/dt = 0は流れに沿った f の時間変化が 0であ

ることを意味する. 式 (8)は位相空間における確率密度 f(Γ)の流れに沿ったてみた時, 確率密度は時間が経っ

ても一定であり非圧縮流体のように振る舞うということを意味する. これをリウヴィルの定理という. 式 (8)

は Poisson括弧を用いて

∂f

∂t
+ Γ̇ · ∂f

∂Γ
=

∂f

∂t
+
∑
i

{
∂f

∂qi

∂H
∂pi

− ∂f

∂pi

∂H
∂qi

}
=

∂f

∂t
+ [f,H] = 0 (9)

と書くこともできる.

分子動力学シミュレーションで使う運動方程式のなかにはハミルトニアンから正準方程式として導かれるも

のではないものもある. この場合, 式 (7)の第 2項は 0にならず, リウヴィル方程式 (8)は成立しない. 例えば,

温度制御のベレンゼン法や速度スケーリング法による時間発展は正準変換を満たさないためリウヴィルの定理

を満たさない. また, 現実時間に対する能勢の方程式も時間刻みが速くなったり遅くなったりし体積素が伸び

縮みするためリウヴィルの定理を満たさない. ただし, 仮想時間における能勢の方程式は正準方程式から導か

れているためリウヴィルの定理を満たすことに注意.

2 等重率の原理とミクロカノニカルアンサンブル

ここでは熱平衡にある孤立系を考える. この系のエネルギー E, 体積 V , 粒子数 N は一定である. これが与

えられた巨視的条件である.
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2.1 等重率の原理

エネルギーの等しい状態は全て等しい重みを持つと考える. これを等重率の原理といい, 統計力学の基本原

理として仮定する.

2.2 ミクロカノニカルアンサンブル

体系のエネルギーが狭い範囲 E から E + δE の間にあるとする. 等重率の原理からこの間にある状態は等し

い確率で実現すると考える. したがって, 孤立系の分布関数 f(q,p)は次のように書かれる:

f(q,p) =
1∫

E<H(q,p)<E+δE
dq dp

(10)

ここで δE は不確定程度の幅である. 系に幅を持たせるのは, 分布関数の分母の積分が 0にならないようにす

るためである. 分布関数が式 (10)であるアンサンブルをミクロカノニカルアンサンブルあるいは小正準集団と

いう.

エネルギー E ∼ E + δE, 粒子数 N , 体積 V のミクロカノニカルアンサンブルにおいて許される微視的状態

数は

W (E, δE,N, V ) =
1

N !h3N

∫
E<H(q,p)<E+δE

dq dp (11)

である. 古典力学では微視的状態数は [(距離) × (運動量)]3N の次元を持ち, 定義に曖昧さが残る. 量子力学的

には和で分配関数が定義されるため無次元化するのが望ましい. 一方で不確定原理によると, 座標と運動量を

同時に決定することはできず ∆q∆p ∼ h の不確定性が残る. これにより Γ空間の最小単位は h3N となる. 3

次元空間に N 個の粒子が存在する 6N 次元の位相空間上では h3N の体積が古典的な微視的状態数に対応する.

したがって量子論的な微視的状態数に対応させるために h3N で割る必要がある. またN !は量子力学的にN 個

の同種粒子は互いに識別不可能であることに由来する. N !は粒子の順列の数である. もし N !で割らない場合,

古典点状理想気体のエントロピーが示量性にならないという問題が生じる. これをGibbsのパラドクスと言う.

以上は一応の説明であるが, 厳密にやるには量子論的な考えが h̄ → 0の極限で古典統計に一致することをみる.

H =
∑

p2/2m+ V (r1 · · · rN )に対応する密度行列 exp(−βH)の r 表示 ⟨r′1 · · · r′N | exp(−βH)|r′′1 · · · r′′N ⟩を
作り h̄ → 0の極限において分配関数 Tr[exp(−βH)]が古典分配関数に一致することを確認すればよい. 詳しく

は久保亮五演習書 6章問題 33を参照のこと.

エネルギー 0と E の間にある微視的状態の総数を状態数という. 状態数は,

Ω0(E,N, V ) =
1

N !h3N

∫
H(q,p)<E

dq dp (12)

と表される. 状態数を E で微分した量を状態密度という:

Ω(E,N, V ) =
dΩ0(E,N,N)

dE
(13)

δE が小さいとき
W (E, δE,N, V ) = Ω(E,N, V )δE (14)

である.
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2.3 ボルツマンの関係式

微視的状態数W からエントロピー S が定義される:

S(E,N, V ) = kB logW (E, δE,N, V ). (15)

これをボルツマンの関係式という. kB はボルツマン定数という. ボルツマンの関係式は, 熱力学な量であるエ

ントロピー S(E,N, V )が統計力学的な微視的な量であるW (E, δE,N, V )と関係づけられる統計力学の基本

原理の一つである.

3 カノニカルアンサンブル

熱浴に接触していて温度が制御されている系を考える. このときは温度 T , 体積 V , 粒子数 N を指定するこ

とにより巨視的条件が与えられる. カノニカルアンサンブル (正準集団)における分布関数 f(q,p)は

f(q,p) =
1

N !h3N exp{−βH(q,p)}
Z

(16)

とかける. ここで規格化因子 Z は分配関数と呼ばれ

Z =
1

N !h3N

∫
dq

∫
dp exp{−βH(q,p)} (17)

である. また β は逆温度と呼ばれ

β =
1

kBT
(18)

と書かれる. 分配関数はヘルムホルツの自由エネルギー F と

F = −kBT logZ (19)

の関係がある.

4 定温定圧アンサンブル

熱浴および圧力浴 (ピストン)に接触している系を考える. つまり温度と圧力が制御されている系を考える.

このとき温度 T , 圧力 P ,　粒子数 N を指定することにより巨視的条件が与えられる. ここでは q, pだけでな

く圧力の共役な量である体積 V も微視的状態数を指定する変数になる. 定温定圧アンサンブルにおける分布関

数 f(q,p, V )は

f(q,p, V ) =
1

N !h3N exp [−β {H(q,p, V ) + PV }]
Y

(20)

と書かれる. ここで規格化因子 Y は分配関数と呼ばれ

Y =
1

N !h3N

∫
dq

∫
dp

∫
dV exp [−β {H(q,p, V ) + PV }] (21)

である. 分配関数 Y はギブスの自由エネルギー Gと

G = −kBT log Y (22)

の関係がある.
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5 熱力学量: 温度

微視的な立場からの温度の表式を導くことで, 分子シミュレーションにおいて温度を計算する方法を与える.

ここでは, カノニカルアンサンブルにおける表式を導くが, 他のアンサンブルでも同じ表式を使えることが知ら

れている.

体積 V の立方体中に N 個の粒子が入っている系を考える. 系のハミルトニアンを

H =

N∑
i=1

p2
i

2mi
+ U(r) (23)

とする. ここで運動エネルギーのアンサンブル平均を計算すると

⟨
N∑
i=1

p2
i

2mi

⟩
=

∫
dr
∫
dp
∑N

i=1
p2
i

2mi
exp

[
−β
{∑N

j=1

p2
j

2mj
+ U(r)

}]
∫
dr
∫
dp exp

[
−β
{∑N

j=1

p2
j

2mj
+ U(r)

}]

=

∫
dp
∑N

i=1
p2
i

2mi
exp

[
−β
{∑N

j=1

p2
j

2mj

}]
∫
dp exp

[
−β
{∑N

j=1

p2
j

2mj

}]
=

N∑
i=1

3

2mi

∫
dpi p

2
i exp

{
−β p2

2mi

}
∫
dpi exp

{
−β p2

2mi

}
=

N∑
i=1

3

2mi

2mi

2β

√
2miπ

β√
2miπ

β

=
3

2
NkBT

と計算される. 第 1行目から第 2行目の展開では r に関する積分を約分した. また第 3行目から第 4行目の積

分ではガウス積分 ∫ ∞

−∞
dx exp(−αx2) =

√
π

α∫ ∞

−∞
dx x2 exp(−αx2) =

1

2α

√
π

α

を用いた. よって系の温度 T は

T =
1

3NkB

⟨
N∑
i=1

p2
i

mi

⟩
(24)

とかける. つまり, 系の温度は運動エネルギーのアンサンブル平均あるいは時間平均である. ここで, 温度は統

計平均量で決まることに注意する必要がある. 時々刻々の運動エネルギーから計算される

T (t) =
1

3NkB

N∑
i=1

p2
i

mi
(25)

は瞬間温度といい, 熱力学的な温度 T とは区別する.
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6 熱力学量: 圧力

一般的に, 圧力は 3行 3列の二階のテンソル量であり,

P =

 Pxx Pxy Pxz

Pyx Pyy Pyz

Pzx Pzy Pzz

 (26)

と表される. 対角成分 Pxx, Pyy, Pzz はそれぞれ, x軸, y 軸, z 軸方向の圧力である. 例えば, Pxx は yz 軸を

押すような圧力である. 一方, 圧力テンソルの非対角項 Pαβ は基本セルをずらそうとする圧力である. 例えば,

Pxz は z 軸に垂直な平面 (つまり xy 平面)を x軸方向にずらそうとする力である.

レナード・ジョーンズ流体のような単原子分子で構成されて, 異方性のない等方的な体積の揺らぎをもつ場

合は, 単位テンソル成分しか持たないため, 圧力はスカラー量となる. 一方で, 脂質二重膜や固体結晶のような

非方性のある系では, 軸によって圧力が異なるため, 圧力はテンソル量となる.

本節では, 微視的な立場から圧力の表式を導く.ここではカノニカルアンサンブルにおける表式を導くが, 他

のアンサンブルでも同じ表式を使えることが知られている. はじめに系が等方的な場合の圧力の計算表式を導

出した後に, 系が非等方的の場合を考える. 非等方的なセルとして, 原子分子が平行六面体の中に含まれる場合

を説明する.

6.1 セルの揺らぎが等方的な場合の圧力の表式

圧力を r と pで表す. ヘルツホルムの自由エネルギーは分配関数 Z を用いて

F = −kBT lnZ (27)

と表せる. ヘルムホルツの自由エネルギーの微分が

dF = dU − TdS − SdT

= (TdS − PdV )− TdS − SdT

= −PdV − SdT

であるので, 圧力は温度 T をある値に定めた時の体積 V に関する偏微分で与えられる:

P = −
(
∂F

∂V

)
T

(28)

カノニカルアンサンブルにおける分配関数 Z は

Z =
1

N !h3N

∫
dr dp exp

[
−β

{
N∑
i=1

p2
i

2m
+ U(r)

}]

=

(
2πmkBT

h2

) 3N
2 1

N !

∫
dr exp {−βU(r)} (29)

である. 第 1行目から第 2行目に展開する際, pに関してガウス積分を実行した. また右辺の座標に関する積分

を配置分配関数 Qという:

Q =
1

N !

∫
dr exp {−βU(r)} (30)
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したがって圧力は配置積分を用いて

P = −
(
∂F

∂V

)
T

= kBT

(
∂ lnQ

∂V

)
T

= kBT
1

Q

(
∂Q

∂V

)
T

(31)

とかける. ここで式変形において pの積分部分は V に依存しない定数であることを用いた. 続いて, Qの V に

関する偏微分を考える. 以下の議論は, 立方体のような, 全ての軸方向の辺の長さが同じようなボックスを考え

る. Qの積分範囲は 0 ≤ ri ≤ V
1
3 であり, 積分範囲が体積 V に依存するため容易に微分を実行できない. そこ

で戸田・ボルン・グリーンの方法を用いて, この問題を回避する. この方法では座標 r を一辺の長さ V
1
3 を用

いて
r = V

1
3 r̃ (32)

と変換する. r̃ は V に依存しない無次元量であり 0 ≤ r̃i ≤ 1の範囲を持つ.

dr = V Ndr̃ (33)

より配置分配関数 Qは

Q =
V N

N !

∫
dr̃ exp

{
−βU(V

1
3 r̃)
}

(34)

とかける. よって V に関する偏微分は

∂Q

∂V
=

∂

∂V

[
V N

N !

∫
dr̃ exp

{
−βU(V

1
3 r̃)
}]

=
NV N−1

N !

∫
dr̃ exp

{
−βU(V

1
3 r̃)
}
− V N

N !
β

∫
dr̃

∂U(V
1
3 r̃)

∂V
exp

{
−βU(V

1
3 r̃)
}

=
N

V
Q− 1

kBT

V N

N !

∫
dr̃

1

3V

N∑
i=1

ri ·
∂U

∂ri
exp

{
−βU(V

1
3 r̃)
}

(35)

と計算される. 途中,

∂U(V
1
3 r̃)

∂V
=
∑
i

∂U

∂ri
· ∂ri
∂V

=
∑
i

∂U

∂ri
·
(
1

3
V − 2

3 r̃i

)
=
∑
i

∂U

∂ri
·
(

1

3V
V

1
3 r̃i

)
=
∑
i

∂U

∂ri
·
(

1

3V
ri

)
(36)

であることを使用した. スケールされた座様 r̃ から座標 r に戻すと

∂Q

∂V
=

N

V
Q− 1

kBT

1

3V

1

N !

∫
dr

N∑
i=1

ri ·
∂U

∂ri
exp {−βU(r)} (37)

となる. これを式 (34)に代入すると

P = kBT
1

Q

∂Q

∂V T

= kBT
N
V Q− 1

kBT
1
3V

1
N !

∫
dr
∑N

i=1 ri ·
∂U(r)
∂ri

exp {−βU(r)}
Q

=
NkBT

V
− 1

3V

1
N !

∫
dr
∑N

i=1 ri ·
∂U(r)
∂ri

exp {−βU(r)}
1
N !

∫
dr exp {−βU(r)}

=
NkBT

V
− 1

3N

⟨
N∑
i=1

ri ·
∂U(r)

∂ri

⟩
(38)

と変形される. さらに温度の計算式

kBT =
1

3N

⟨
N∑
i=1

p2
i

mi

⟩
(39)
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を用いると

P =
1

3V

{⟨
N∑
i=1

p2
i

mi

⟩
−

⟨
N∑
i=1

ri ·
∂U(r)

∂ri

⟩}
(40)

を得る. 式 (40)の右辺第 2項 ⟨
N∑
i=1

ri ·
∂U(r)

∂ri

⟩
=

⟨
N∑
i=1

ri · Fi

⟩
(41)

をヴィリアルという. ここで温度と同様, 圧力も統計平均あるいは時間平均で得られる量であることに注意す

る必要がある. 時々刻々の運動エネルギー及びヴィリアルから求まる圧力を瞬間圧力という:

P (t) =
1

3V

{⟨
N∑
i=1

p2
i (t)

mi

⟩
−

⟨
N∑
i=1

ri(t) ·
∂U(r(t))

∂ri(t)

⟩}
(42)

ここでヴィリアウがどう解釈されるか, 定性的な説明を与える. 系の中にある基準点 O を考える. ここで粒子

の座標 ri は基準点からの位置ベクトルとする. もし ri と Fi が同じ向きの時, 粒子は壁に向かって力を加える

ことになる. この時, ri · Fi > 0となり圧力 P を増加させる向きに寄与させる. 一方 ri と Fi が反対向きの時,

粒子は基準点方向に力を加えることになる. この時, ri · Fi < 0となり圧力 P を減少させる向きに寄与させる.

例として 2体ポテンシャル u(rij)を考える. 粒子 iと粒子 j の距離を rij ≡ |ri − rj |としてポテンシャルエ
ネルギーが 2体ポテンシャルエネルギー u(rij)の和で表されるとする:

U(r) =

N−1∑
i=1

N∑
j>i

u(rij) (43)

この時, 圧力 P は

P =
1

3N

⟨ N∑
i=1

p2
i

mi

⟩
−

⟨
N−1∑
i=1

N∑
j>i

rij
∂u(rij)

∂rij

⟩ (44)

=
1

3N

⟨ N∑
i=1

p2
i

mi

⟩
−

⟨
N−1∑
i=1

N∑
j>i

rijfij

⟩ (45)

となる. 粒子間に斥力が働いている場合, rij と fij(粒子 iが粒子 j に及ぼす力)は同じ向であるため圧力に対

してヴィリアルは正の寄与となる. 一方で粒子間に引力が働いている場合, rij と fij は反対向きであるため圧

力に対してヴィリアルは負の寄与となる. すなわち理想気体と比較して圧力を下げるように寄与するのである.

6.2 セルの揺らぎが非等方的な場合の圧力の表式

6.2.1 平行六面体の数学的基礎

まず初めに平行六面体の数学的表現を与える. 平行六面体は 3つの基本並進ベクトル

a1 = (a1x, a1y, a1z)
t,

a2 = (a2x, a2y, a2z)
t,

a3 = (a3x, a3y, a3z)
t

で張られる. 基本セルはセル行列 Lを使って

L = (a1 a2 a3) =

 a1x a2x a3x
a1y a2y a3y
a1z a2z a3z



8



と表すことができる. 軸 a2 と軸 a3 のなす角を α, 軸 a1 と軸 a3 のなす角を β, 軸 a1 と軸 a2 のなす角を γ と

する. 系の体積 V は
V = a1 · a2 × a3 = detL (46)

と計算される.

6.2.2 圧力テンソルの熱統計力学的表式

ヘルムホルツの自由エネルギーは
F = F (N,L, T ) (47)

とセル行列に依存する形になるため, 圧力は 3行 3列の二階のテンソル量となる:

Pαβ = − 1

detL

3∑
η=1

Lβη

(
∂F

∂Lαη

)
T

(48)

=
kBT

detL

3∑
η=1

Lβη

(
∂ lnQ

∂Lαη

)
T

(49)

=
kBT

V

3∑
η=1

Lβη

(
∂ lnQ

∂Lαη

)
T

. (50)

6.2.3 圧力テンソルの熱統計力学的表式 (48)の導出

系が立方体である時の圧力は, ヘルムホルツの自由エネルギーの体積 V の微分で計算される. 系が非等方的

な時の圧力は, 歪みテンソル ϵの微分として計算される. 歪みテンソルとは, 「基本セルが変形する時のセルの

各辺の単位長さ当たりの伸縮の大きさ, および, 二辺のなす角の変化の大きさ」を表す物理量であり, 基本セル

の変形によって座標ベクトル r が r′ に移動した時の変位ベクトル u = r − r′ を用いて,

ϵ =
1

2

[
∂u

∂r
+

(
∂u

∂r

)t
]

(51)

と定義される. 各成分は

ϵαβ =
1

2

[
∂uβ

∂rα
+

∂uα

∂rβ

]
(52)

と書き下される. したがって歪みテンソル ϵの微分として計算される圧力テンソルは

Pαβ = − 1

detL

(
∂F

∂ϵαβ

)
T

= − 1

detL

(∑
χ

∑
η

∂F

∂Lχη

∂Lχη

∂ϵαβ

)
T

(53)

となる. 最後の式変形で微分に関する連鎖律を用いた. 続いて, 最右辺 ∂Lχη/∂ϵαβ の具体的な計算を考えて

いくが, そのためには Lを ϵで表す必要がある. 変形前後のセル行列をそれぞれ L, L′ と置く. セル行列でス

ケールされた座標を r̃ とすると, 変形前後における点 Aの位置ベクトル r, r′ はそれぞれ

r = Lr̃ (54)

r′ = L′r̃ (55)

とかける. ここで行列 Γ = L′L−1 を導入すると, セル変形後における点 Aの位置ベクトルは

r′ = L′r̃ = L′r−1r = Γr (56)
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と表せる. したがって, セル変形による, ある点 Aの変位ベクトル uは

u = r′ = Γr − r = (Γ− I)r = (L′L−1 − I)r (57)

と uを r′, L, L′ で表すことができた. ここで I は単位行列である. これより 歪みテンソル (51), (52)は

ϵαβ =
1

2

(
∂uβ

∂rα
+

∂uα

∂rβ

)
(58)

=
1

2

{
∂[(Γ− I)r]β

∂rα
+

∂[(Γ− I)r]α
∂rβ

}
(59)

=
1

2

{
∂[
∑

χ(Γβχ − δβχ)rχ]

∂rα
+

∂[
∑

χ(Γαχ − δαχ)rχ]

∂rβ

}
(60)

=
1

2
(Γβα − δβα + Γαβ − δαβ) (61)

とかける. Γαβ =
∑

χ L′
αχL

−1
χβ であるので, ϵはセル行列 Lの関数で書かれることがわかる. 行列形式に表し

直すと

ϵ =
1

2

(
Γt + Γ

)
− I (62)

となる. 微分を計算すると,

dϵ =
1

2

(
dΓt + dΓ

)
(63)

となる. dϵは dΓの対称部分を表している. 以降の計算を分かりやすくするために, 反対称部分

dω =
1

2

(
dΓt − dΓ

)
(64)

を定義する. 式 (63), (64)の和と差をそれぞれ計算すると

dΓt = dϵ+ dω (65)

dΓ = dϵ− dω (66)

を得る. 転置を取り直すとそれぞれ

dΓ = (dϵ+ dω)t (67)

dΓ = dϵ− dω (68)

となる. dϵの対称性 dϵ = dϵt と dω の反対称性 dω = −dωt を用いると,

dΓ = dϵ+ dω (69)

を得る. 左辺に Γ = L′L−1 を具体的に代入することで

dL′ = d(ϵ+ ω)L (70)

を得る. 成分で表示すると
dL′

χη =
∑
µ

(dϵχµ + dωχµ)Lµη (71)

であるので,
∂L′

χη

∂ϵαβ
=
∑
µ

dϵχµ
dϵαβ

Lµη =
∑
µ

δχαδµβLµη = δχαLβη (72)
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と計算される. 変形前後でのセル行列 L, L′ が無限に近づいたとすれば, Lと L′ の区別がなくなるため

∂Lχη

∂ϵαβ
= δχαLβη (73)

となる. したがって, 圧力テンソル (53)は

Pαβ =− 1

detL

(∑
χ

∑
η

∂F

∂Lχη

∂Lχη

∂ϵαβ

)
T

(74)

=− 1

detL

(∑
χ

∑
η

∂F

∂Lχη
δχαLβη

)
T

(75)

=− 1

detL

(∑
η

Lβη
∂F

∂Lαη

)
T

(76)

と展開することができ, 圧力テンソルの熱統計力学的表式 (48)を得ることができた.

6.2.4 圧力テンソルの具体的表式の導出

微視的描像に基づいた圧力テンソルの具体的な表式を導出するために, 配置積分の表式, つまり系のハミルト

ニアンを知る必要がある. ラグランジアンからハミルトニアンを導出するために, まず初めにスケールした座

標と速度を導入する:

ri = Lr̃i (77)

ṙi = L ˙̃ri

続いて, 計量テンソル

G = LtL =

 at
1

at
2

at
3

 (a1a2a3) =

 a1 · a1 a1 · a2 a1 · a3

a2 · a1 a2 · a2 a2 · a3

a3 · a1 a3 · a2 a3 · a3

 (78)

を導入する. 計量テンソルGを用いると速度の二乗は

ṙ2i = ṙti ṙi =
(
L ˙̃r
)t

L ˙̃r = ˙̃rtiL
LL ˙̃ri = ˙̃rtiG ˙̃ri (79)

とかける. ここで任意の行列 Aと B について

AtBt = (BA)t (80)

の関係が成り立つことを用いた.

■物理系のラグランジアン スケール座標 r̃ と Lを用いて物理系のラグランジアン

L(r̃, ˙̃r) = 1

2

N∑
i=1

mi
˙̃rtiG ˙̃ri − U(r̃,L) (81)
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を導入する. ここでテンソル計算の便利のために r̃i の α成分を r̃iα と書き Lの (α, β)成分を Lαβ と書くこ

とにする. α, β, · · · は 1, 2, 3の値をとる. この記法を用いると座標と速度はそれぞれ

riα =

3∑
β=1

Lαβ r̃iβ (82)

ṙiα =

3∑
β=1

Lαβ
˙̃riβ

とかける. この記法を用いてラグランジアンを書き直せば

L(r̃, ˙̃r) = 1

2

N∑
i=1

mi

∑
α,β,γ

(Lαβ
˙̃riβ)(Lαγ

˙̃riγ)− U(r̃,L) (83)

=
1

2

∑
α,β,γ

LαβLαγ

N∑
i=1

mi
˙̃riβ ˙̃riγ − U(r̃,L)

となる.

スケール座標 r̃j に共役な運動量 πj は

πjλ =
∂L
∂ ˙̃rjλ

(84)

と計算される. 具体的に計算すると

πjλ =
∂

∂ ˙̃rjλ

1

2

∑
α,β,γ

LαβLαγ

N∑
i=1

mi
˙̃riβ ˙̃riγ − U(r̃,L)

 (85)

=
1

2

∑
α,β,γ

LαβLαγ

∑
i=1

mi

(
δijδβγ ˙̃riγ + ˙̃riβδijδγλ

)

=
1

2
mj

∑
α,γ

LαλLαγ
˙̃riγ +

∑
α,β

LαβLαγ
˙̃riβ


= mj

∑
α,γ

LαλLαγ
˙̃riγ

を得る. ここで計量テンソルGの縮約表記は Gβγ =
∑

α LαβLαγ であるので, これを用いれば

πjλ = mj

∑
α,γ

LαλLαγ
˙̃riγ = mj

∑
γ

Gλγ
˙̃riγ = mj(G ˙̃r)λ (86)

とかける. 一方, スケール前の座標を用いると

πjλ = mj

∑
α,γ

LαλLαγ
˙̃riγ = mj

∑
α

ṙjαLαλ = mj(ṙiL)λ = (piL)λ (87)

とかける. これより, スケール前の運動量とスケール座標に共役な運動量は

πj = pjL (88)

pj = πjL
−1 (89)

で変換できることがわかる.
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■物理系のハミルトニアン ハミルトニアンを導出する. ラグランジアンのルジャンドル変換よりハミルトニ

アンは

H(r̃,π) =

N∑
i=1

πi · ˙̃r − L =

N∑
i=1

∑
α

πiα
˙̃riα − L (90)

である. ˙̃r = L−1ṙi = L−1pi/mi = L−1πiL
−1/mi であることを用いると,

H(r̃ ,π) =

N∑
i=1

∑
α

πiα
˙̃riα − L (91)

=

N∑
i=1

∑
α

πiα
˙̃riα −

1

2

N∑
i=1

mi

∑
α,β,γ

Lαβ
˙̃riβLαγ

˙̃riγ − U(r̃,L)


=

1

2

N∑
i=1

∑
αγ

πiα
˙̃riα + U(r̃,L)

=
1

2

N∑
i=1

∑
α,β,γ

1

mi
πiαL

−1
αβπiγL

−1
γβ + U(r̃,L)

を得る. 最終的に, 平行六面体のシミュレーションボックスを用いる時の物理系のハミルトニアン

H(r̃,π) =

N∑
i=1

∑
µ,ν,λ

πiµπiνL
−1
µλL

−1
νλ

2mi
+ U(r̃,L) (92)

を得る. ここで, この後の導出で多くのインデックスが必要になるのに備えて ハミルトニアン中の和のイン

デックスに使用する文字を変更した. 圧力テンソルの表式は,

Pαβ =
kBT

det(L)

3∑
γ=1

Lβγ
∂ lnQ(N,L, T )

∂Lαγ
(93)

=
1

Q(N,L, T )

kBT

det(L)

3∑
γ=1

Lβγ
∂Q(N,L, T )

∂Lαγ
(94)

=
kBT

det(L)

1

Q(N,L, T )

∫
dπ ds

3∑
γ=1

Lβγ

(
−β

∂H
∂Lαγ

)
e−βH (95)

=

⟨
− 1

det(L)

3∑
γ=1

Lβγ
∂H
∂Lαγ

⟩
(96)

である. 続いてハミルトニアンHの Lに関する微分を計算していく:

∂H
∂Lαγ

=

N∑
i=1

∑
µ,ν,λ

πiµπiν

2mi

(
∂L−1

µλ

∂Lαγ
L−1
νλ + L−1

µλ

∂L−1
νλ

∂Lαγ

)
+

∂U(r̃,L)

Lαγ
(97)

∂L−1
µλ/∂Lαγ の計算を実行するために, 行列M(λ)の恒等式に関する微分を考える:

M(λ)M−1(λ) = I (98)

dM(λ)

dλ
M−1(λ) +M(λ)

dM−1(λ)

dλ
= 0 (99)

dM−1(λ)/dλについて解くと,

dM−1(λ)

dλ
= −M−1(λ)

dM(λ)

dλ
M−1(λ) (100)
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を得る. この恒等式を用いると, ハミルトニアンHの Lに関する微分は,

∂H
∂Lαγ

=−
N∑
i=1

∑
µ,ν,λ

πiµπiν

2mi

∑
ρ,σ

(
L−1
µρ

∂Lρσ

∂Lαγ
L−1
σλL

−1
νλ + L−1

µλL
−1
µρ

∂Lρσ

∂Lαγ
L−1
σλ

)
+

∂U(r̃,L)

∂Lαγ
(101)

となる. ∂Lρσ/∂Lαγ = δαρδσγ を用いて, ρと σ に関する和をとると,

∂H
∂Lαγ

=−
N∑
i=1

∑
µ,ν,λ

πiµπiν

2mi

∑
ρ,σ

(
L−1
µαL

−1
γλL

−1
νλ + L−1

µλL
−1
ναL

−1
γλ

)
+

∂U(r̃,L)

∂Lαγ
(102)

を得る. 一方, ポテンシャルに対する微分は

∂U(r̃,L)

∂Lαγ
=

∂U(Lr̃1, . . . ,Lr̃N )

∂Lαγ
=

N∑
i=1

∑
µ,ν

∂U

∂(Lνµr̃iµ)

∂(Lµν r̃ν)

∂Lαγ
(103)

=

N∑
i=1

∑
µ,ν

∂U

∂(Lνµr̃iµ)

∂Lµν

∂Lαγ
r̃ν (104)

=

N∑
i=1

∑
µ,ν

∂U

∂(Lνµr̃iµ)
δαµδγν r̃ν (105)

=

N∑
i=1

∂U

∂(Lγαr̃iα)
r̃γ (106)

となる. なお, 途中の連鎖律のところでベクトル・行列の微分に関して ∂Mij/∂Mji = δij (すなわち、

∂M t/∂M = I)を利用した. 以上の計算によって, ハミルトニアンHの Lに関する微分を

∂H
∂Lαγ

= −
N∑
i=1

∑
µ,ν,λ

πiµπiν

2mi

∑
ρ,σ

(
L−1
µαL

−1
γλL

−1
νλ + L−1

µλL
−1
ναL

−1
γλ

)
+

N∑
i=1

∂U

∂(Lγαr̃iα)
r̃γ (107)

と計算することができた. 圧力テンソルの表式 (96) より, 式 (107) に Lβγ を乗じて γ について和をとる.∑
γ LβγL

−1
γλ = δβλ を用いて, γ に関して和を計算した後に λについて和を計算する:

3∑
γ=1

Lβγ
∂H
∂Lαγ

=−
N∑
i=1

∑
µ,ν,λ

πiµπiν

2mi

∑
ρ,σ

3∑
γ=1

Lβγ

(
L−1
µαL

−1
γλL

−1
νλ + L−1

µλL
−1
ναL

−1
γλ

)
(108)

+

N∑
i=1

3∑
γ=1

∂U

∂(Lγαr̃iα)
Lβγ r̃γ (109)

=−
N∑
i=1

∑
µ,ν,λ

πiµπiν

2mi

∑
ρ,σ

(
L−1
µαL

−1
νλ δβλ + L−1

µλL
−1
ναδ

−1
βλ

)
+

N∑
i=1

3∑
γ=1

∂U

∂(Lγαr̃iα)
Lβγ r̃γ (110)

=−
N∑
i=1

∑
µ,ν

πiµπiν

2mi

∑
ρ,σ

(
L−1
µαL

−1
νβ + L−1

µβL
−1
να

)
+

N∑
i=1

3∑
γ=1

∂U

∂(Lγαr̃iα)
Lβγ r̃γ (111)
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最後に, スケール座標からスケールされていない座標への変換式∑
µ

πiµL
−1
µα = piα (112)

∑
ν

πiνL
−1
νβ = piβ (113)

− ∂U

∂(Lγαr̃iα)
= − ∂U

∂riα
= Fiα (114)∑

γ

Lβγ r̃iγ = riβ (115)

を用いることで,

Pαβ =

⟨
1

det(L)

N∑
i=1

(
piαpiβ
mi

+ Fiαriβ

)⟩
(116)

のように圧力テンソルの表式を得ることができた.
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